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1. (a) Olkoon E < R" mitallinen joukko ja 1 < p < oco. Maérittele avaruus L?(E) ja sen
normi.
(b) Olkoon E < R" mitallinen joukko, jolle m(E) < co. Nayt4, ettd jos 1 <q < p < oo,
niin LP(E) < LY(E).
(¢) Olkoon E = (0,00) ja f(x) = (1 +x)~Y2. Milld luvun p arvoilla f € L?(E)?

2. Esita ja todista Fréchet-Rieszin lause.

3. Hilbertin avaruuksissa on voimassa ns. Miniminormilause. Se kuuluu néiin:

Olkoon @ # S Hilbertin avaruuden H suljettu konveksi osajoukko ja x € H

kiinted. Tdlloin on olemassa tdsmdlleen yksi yo € S, jolle
lx—yoll = inf{llx— yll; y € S}.
Nayta vastaesimerkeilld, ettd Miniminormilause ei ole voimassa seuraavilla oletuk-

silla:

(a) H on Hilbertin avaruus ja @ # S on konveksi, mutta ei ole suljettu.
(b) H on Hilbertin avaruus ja @ # S on suljettu, mutta ei ole konveksi.

(c) H on Banachin avaruus ja @ # S on suljettu ja konveksi.

4. Olkoot M = {f e L%([-1,1]); f on pariton} ja N = {g € L%([-1,1]); g on parillinen}.
Naytd, ettd avaruus L2([-1,1]) on aliavaruuksien M ja N ortogonaalinen suora

summa.

5. Olkoon (x'™)>” | avaruuden ¢? alkioiden

x™ = (x(ln),x(zn),xén),...)

muodostama rajoitettu jono (eli on olemassa sellainen vakio M > 0, etta lx™ | <M

kaikilla n). Oletaan lisdksi, ettd jokaisella kiinteélla & péatee

lim x™ = 0.
n—oo k

Naytd, ettd jokaisella kiintedlld y € £2 pétee

lim (™| y) =0.

n—oo



