Oulun yliopiston matemaattisten tieteiden laitos/tilastotiede
JOHDATUS BAYESILAISEEN TILASTOTIETEESEEN, kl 2011 (Esa Laara)
Loppukuulustelu, ma 14.3. klo 14-18 L1

Merkitse vastauspaperiin selvdsti, suoritatko kurssin aineopintoibin vai syventdvitn opintoihin,
VASTAA VIITEEN (5) KYSYMYKSEEN. Tehtivd 1 sisdltyy vain aineopintotason tenttiin,
kun taas tehtdvd 6 vaaditaan vain syventdvien opintojen kuulusteluun. Osa muiden tehtdvien
alakohdista sisdltyy vain syventdving suoritettavaan tentisin.

Mukana saa olla laskin mutta ei omia muistiinpanoja eikd muutakaan kirjallista materiaalia.
Tarvittavat taulukot ovat tehtdvdpaperin listteissd 1-2.

Tausta-aineistoa tehtidviin 1.-3.

Narkolepsiaan sairastuneiden 5-19-vuotiaiden lasten ja nuorten lukumairit Suomessa vuosi-
jakson 2006-2010 aikana olivat vuosittain seuraavat:

vuosi 2006 2007 2008 2009 2010
lukumadrs 5 6 14 G 62

Lihde: Kansallisen narkolepsiatydryhmén raportti, 2011 (http://www.thl.fi/fi_FI/web/fi/
rokotteet/narkolepsia_ja_sikainfluenssarokote).

Narkolepsiatapausten lukuméarists Suomessa ei ole luotettavia tilastoja ennen vuotta 2006.
Ruotsissa diagnosoitiin 2000-luvun puolivilisti alkaen vuosittain 7-16 uutta narkolepsiatapaus-
ta téssd ikédluokassa.

Merkitaén y; = ikéluokassa 15-19 vuotta ilmaantuneiden uusien narkolepsiatapausten lukuméé-
ra Suomessa vuonna i + 2005; : = 1,...,5. Oletetaan, ettd havainnot ¥1,---,Ys Ovat toisistaan
ehdollisesti riippumattomat siten, ettd y; | 6; ~ Poisson(6;), jossa §; > 0 jok. i = 1,...,5

TEHTAVAT

1. Vain aineopintothin: Tarkastellaan aluksi sellaista yksinkertaista mallia, jossa neljani en-
simméisend vuonna 2006-2009 vuotuisilla tapausmaiirilla on ollut yhteinen odotusarvo poeli
0; = p, 1 =1,...,4. Parametrin p priorijakaumaksi valitasn Gamma(ag, bo), jossa ag > 0 ja
bo > 0.

(a) Gamma(ag, by)-jakauma on Poisson(u)-jakauman konjugaattijakauma. Perustele, miksi
niin on.

(b) Ruotsin kokemusten perusteella pin arvoon liittyvs priori-informaatio voidaan Suomen
véestOpohjaa varten pukea sellaiseen muotoon, etti E(u) = 6 ja var(u) = 6. Kun p:n
priorijakaumasta oletetaan, ettd p ~ Gamma(ag, bg), niin ndma w:n odotusarvon ja va-
rianssin arvot vastaavat seuraavia prioriparametrien arvoja: ag = 6,6y = 1. Perustele,
miksi néin on.

(c) Johda annetun havaintoaineiston seki edellisessid kohdassa miédritellyn priorijakauman
pohjalta parametrin 4 posteriorijakauma, ja laske sen odotusarvo ja keskihajonta.

(d) Laske normaaliapproksimaatioon perustuen 95% likiméirainen posteriorivili parametrille
p. Vertaa tarkkaan viliin, joka on [5.72, 10.66].



2. Jatkamme narkolepsia-aineiston analyysid. Seuraavassa on erds Jags-skripti seké sen pohjalia
tehdyt simulaatioajot ja niiden tuloksia. Kerro tiiviisti mutta riittéiviin vksityiskohtaisesti. mik
on ollut analyysin kohde. millaisia malli-, priori- ym. oletuksia on tehty. ja mitks ovat analyysin
keskeiset tulokset.

write("
model{
for( i in 1:length(y) )

{ y[i] = dpois(thetal[i])
theta[i] <- beta0 + betal*(x[il-mean(x)) }
beta0 ~ dgamma(6, 1)
betal ~ dnorm(0, 0.05)
pbl <- step(betal)
tt <- betal + betalx2.5
yt = dpois(tt)

}

", "gampoislin.txt")

> library(rjags)

>y <-c(5, 6, 14, 9)

> x <- ¢(2006, 2007, 2008, 2009)

> gpl <- jags.model("gampoislin.txt", data = list(y =y, x = x))

> gpls <- coda.samples(gpl, c("beta0", "betal”, "pbl", "yt"), n.iter = 5000)

> summary(gpls)

1. Empirical mean and standard deviation for each variable,
plus standard error of the mean:

Mean 5D Naive SE Time-series SE
beta® 8.1001 1.248 0.017651 0.025521
betal 1.7728 1.148 0.016237 0.019116
pbi 0.9336 0.249 0.003521 0.004836
yt 12.5256 4.839 0.068435 0.072003

2. Quantiles for each variable:

2.5%  25% 50% 75% 97.5%
beta0 5.8093 7.228 8.047 8.927 10.651
betal -0.5269 1.012 1.810 2.563 3.935
pbl 0.0000 1.000 1.000 1.000 1.000
yt 4.0000 9.000 12.000 16.000 23.000

3. Oletetaan nyt iehtévan 1 tapaan, ettd neljind ensimméiisend vuonna 2006 2009 vuotuis-
len tapausmadrien odotusarvo oli samansuuruinen po = ;. ¢ = 1.....4 mutta vuoden 2010

odotusarvo gy = 65 oli mahdollisesti erilainen. Analysoidaan odotusarvojen u; ja uq suhdetta
p = j11/po normaalijakaumaan perustuvalla likimé&arsiselld menetelmilla. Tassd nojaudutaan



sithen, ettd parametrin A = log(p) suurimman uskottavuuden estimaattorin A = log(p) otanta-
jakauma on likimain normaalijakauma odotusarvolla A ja varianssilla o2, jossa su-estimaattorien
ja o%:n lausekkeet ovat

4
Ho =7 t #:ys, /\':]'0 p=log:u' _10 Ho), 0-2:_7 - 3

4;&' 1 g(p) (#1) — log(fo) A
Parametrin A priorijakaumaksi omaksutaan normaalijakauma prioriodotusarvolla A ja priori-
varianssilla 1.

Nailld oletuksilla parametrin A posteriorijakauma on likimain normaalijakauma odotusarvolla
Ay ja varianssilla 11, jossa

1 1\t u“1A04-a—2X
={—+=] , =22 7
in (I/0+O'2) 1 1'/01-]-0'_2

(a) Syventdviin opintoihin: Perustele edella kerrottu tulos koskien A:n likimééraists posterio-
rijakaumaa.

(b) Kirjoita Jags-malliskripti, jolla simuloidaan odotusarvojen suhteen p = p;/ o posteriori-
jakaumaa edelld médriteltyyn normaaliapproksimaatioon seki latteaan priorijakaumaan
A ~ N(0,1075) perustuen ja jolla saadaan allaclevat tulokset. Todettakoon, ettd prhogt1
tarkoittaa todennskdisyyttsa P(p > 1 [ y). ~ Tarvittavat havaintovektorin y = (y1,...,ys)
muunnokset kannattaa tehdd tdman skriptin ulkopuolella tavanomaisten R-komentojen
avulla.

> rhomalli <- jags.model("poisrho.txt", data = list(lamhat = lamhat,
+ SE = SE))

> rhosimu <~ coda.samples(rhomalli, c¢("lambda", "rho", "prhogt1"),
+ n.iter = 10000)

v

summary {rhosimu)

1. Empirical mean and standard deviation for each variable,
plus standard error of the mean:

Mean SD Naive SE Time-series SE
lambda 1.989 0.1713 0.001713 0.001688
prhogtl 1.000 0.0000 0.000000 0.000000
rho 7.414 1.2781 0.012781 0.012667

2. (uantiles for each wvariable:

2.5% 26% B0% 75% 97.5%
lambda 1.651 1.875 1.989 2.105 2.324
prhogtl 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
rho 5.211 6.519 7.308 8.210 10.213

(c) Esité tiivis sanallinen selostus saaduista tuloksista ja niiden pohjalta tekemistési paitel-
misté.



4. Olkoon y havailtava satunnaismuuttuja, joka noudattaa binomijakaumaa: y | § ~ Bin(n; 6).
jossa 0 < 0 < 1.

Klassisessa artikkelissaan Thomas Bayes (1763) johti seuraavan #:n posteriorijakaumaa koske-

van tuloksen
() [ o0 e
Yy u

(’;) fol o¥(1 — 9)"-%9.

(a) Mihin priorijakaumaan tdmé tulos (alkuperiiinen Bayesin kaava!) perustuu ja miten se
johdetaan annetuista oletuksista ja tunmetuista todennikoisyyslaskennan tuloksista?

Plu<fl<uv|yn)= u,v€)0.1f .u < v,

{b) Jorvin sairaalassa Espoossa syntyi naisten pdivind 8.3.2011 yhteensi 14 lasta, joista 13
oli tyttdja (Helsingin Sanomat 10.3.2011). Olkoon 8 = todennikéisyys, ettd syntyvi lapsi
on tyttd. Voidaan osoiltaa. ettd Bayesin kiyttamalls priorilla ja em. kaavan nojalla naille
havainnoille ehdollistettuna #:m 95% posteriorivéliksi tulee [0.6805.0.9834]. Kommento
tétd tulosta ja sen pohjana olevia oletuksia. Millaisen priorijakauman itse médrittelisit
f:lle tdssd erityisessd sovellustilanteessa?

5. Tee selkoa posteriorijakauman MCMC-simuloinnissa tuotettavien ketjujen suppenemisdiag-
nostiikan periaaticista ja perusmenetelmisti.

6. Vain syvenliviin opintoihin: Hepatiitti B-virusta (HBV) vastaan kehitetyn rokotteen tehoa
tutkittiin Gambiassa. Mitattavana vasteena on vasta-aineméa#ra A;; henkilslls i mittauskertana
7 = 1,23, jolloin oli kulunut ¢;; vuorokautta rokottamisesta. Mitlauskertoja oli korkeintaan
3 per henkild. Seuraavassa kuvassa on esitetty kaikkien tutkittujen henkilsiden (n = 106)
mittaussarjat rokotiamisesta kuluneen ajan funktiona.

Vasta-ainetasojen logaritmien y;; = log(A;;) malliksi omaksutaan y;; | w02 ~ Ny, 0?)
(1 =1,....n; j = 1.2.3) muista havainnoista ehdollisesti riippumatta siten, etti odotusarvot
riippuvat lineaarisesti ajan logaritmista:

Hij = Oy + ﬁ,‘ log(t,-j/730), t= 1., T, j = 1, 2.3.
Regressiokertolmien oletetaan noudattavan seuraavia malleja
O | #mgz ~ ‘N(#rnag): /6?' , I—Lﬁ,o'?g 7 -N(llﬁ, Uz), i=1.... n,

toisistaan ehdollisesti riippumatta. Kaikki tarvittavat hyperpriorijakaumat mééritetéan latteik-
si: odotusarvoille N(0,107%) ja tarkkuuksille Gamma(1073,10-3) toisistaan riippumatta.
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Simuloinnin jélkeen saatiin seuraavat tulokset, jossa sigma, sigma.alpha, sigma.beta viit-

taavat vastaavien varianssien o2, 62, ag neliéjuuriin.

1. Empirical mean and standard deviation for each variable,
plus standard error of the mean:

Mean SD Naive S8E Time-series SE
mu.alpha 6.0344 0.19187 0.0019187 0.002843
mu.beta -1.0702 0.14537 0.0014537 0.015156
sigma 1.0029 0.05628 0.0005628 0.001243
sigma.alpha 1.8628 0.14583 0.0014583 0.001799
sigma.beta 0.1971 0.15895 0.0015895 0.017952
2. Quantiles for each variable:
2.5% 25% 50% 75%  97.5%
mu.alpha 5.66225 5.90517 6.0360 6.1599 6.4103
mu.beta -1.33997 -1.17220 -1.0801 -0.9688 -0.8002
sigma 0.89972 0.96484 1.0007 1.0382 1.1149

sigma.alpha 1.60403 1.76286 1.8556 1.9545 2,1688
sigma.beta 0.03688 0.08532 0.1452 0.2563 0.6247



(a} Piirrd suunnattu, sykliton vuokaavio eli DAG. joka havainnollistaa graafisesti ndiden ole-
tusten madrittelemén mallikokonaisuuden elementit ja niiden keskindiset suliteet.

(b) Kirjoita Jags-skripti. jolla tdméin mallin parametrien posteriorijakaumaa voidaan simu-
loida.

(¢) Tulkitse sanallisesti mallin sisalto sekil saadut tulokset. Kommentoi erityisesti regressio-
kertoimille a; ja 3; tehtyjé oletuksia ja miten niita voi téssé tilanteessa perustella verrat-
luna ajateltavissa oleviin vaihtoehtoihin, kuten siihen ettd a; = aja 3, = 3,i=1,....n,
tai etté kaikki a;: ja /3t olisivat toisistaan téysin erillisii parametreja.
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Table 3.3 Functions available in WinBUGS

w l:f\ gqu !

WinBUGS Syntax Function Description
1. abs(x) |z| Absolute value
2. cloglog(x) log(—log(1 — x)) Complementary log-log function
3. cos(x} cos{z) Cosine function
4. cut (x) Posterior of z is not updated by the likelihood
5. equals(xl, x2) f(z1,z2) = 1l whenz; = x5 Binary indicator function for equal nodes

=5

. axp(x)
7.inprod(v1[], v2[1)
8. interp.lin(x, vi(], v2[])

8. inverse(M[,]1)
9. log(x)
10. logdet (M[,1)

11. logfact (k)
12. loggam(x)
13, logit(x)

14. max(xi, x2}
15, mean(v (1)

16.min(x1, x2)
17.phi(x)

18. pow(x, z)
19. sin(x)

20. sqrt(x)

21. rank{v[], k)

22. ranked(v[], k)
23. round (x)
24.8d(v())

25. step(x)

26. sum(v{])

27. trunc{x)

d

= ( otherwise

em

Zi ViU

v2; + (v2,i4+1 — v2;)

X(x — v13)/(v1,i41 — v1:)
A—l

log(z)

log |A|

log(k!)

log(I'(z)}

log +&-

max{x;, x2)

T = Z:=1 vi/n, where n is the
length of vector v

min{zy,z2)

P(X < z), X ~ N(0,1)

z*

sin(z)

vE

EiI(vg < wy), where I(2) = 1if
z true and O otherwise

s :ESI(U,, Sv)=k

Vo, @i = 9)2/(n = 1)

f(z) = 1 whenz > 0; 0 otherwise

E S
i

Exponent value
Inner product of two vectors

Interpolation line

Inverse of a symmetric positive-definite matrix
Logarithm (In)

Logarithm of the determinant of a symmetric
positive-definite matrix

Log factorial function of an integer

Log gamma function

Logit function

Maximum of two values

Sample mean

Minimum of two values
CDF of standardized normal
Power function

Sine function

Square root

Rank of s component of a vector

Element of a vector with rank s

Round to the closest integer

Sample standard deviation

Binary indicator function of positive nodes
Sum of a vector’s components

Truncation to the closest smaller than x integer

Key: x, z = single real value or logical or mathematical expression; k = single integer value; v = vector; M =

matrix.
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LITe 4

Normaalijakauman tiheysfunktio

YA
d z\z'
(2 = - 1 e 2
2n
-3 -2 -1 2
Z 0 1 2 3 4 | %5 6 7 8 9
0, 0,399 397 391 381 368 352 333 312 290 266
I, .242 218 194 171 150 130 111 094 079 066
2, 054 044 035 028 022 018 014 010 008 006
3, 004 003 002 002 001 001 001 000 0090 000
3
Normaalijakauman kertyméfunktio A
y 2 Y =0(t)
. 2 d
D(2) = Je7dt
N2 d(Z)
®{a) = P(X < a), O(-a)=1- d{a) L -
zZ 0 1+ 2 3 4 5 6 7 8 9
0.0 10,5000 | 5040 | 5080 | 5120 | S160 | 5199 | 5235 | 5279 | 5319 | 5359
01 | 5398 t 5438 | 5478 | 5517 | 5557 | 5596 | 5636 | S675 | 5714 | 5753
0,21 5793 | 5832 | 5871 | 5910 | 5948 | 5987 | 6026 | 6064 | 6103 | 6141
03 | 6179 | 6217 | 6255 | 6293 | 6331 | 6368 | 6406 | 6443 | 6480 | 6517
04 1..8534 16591 | €628 | 6664 | 6700 | 6736 | 6772 | 6808 ..6844 | 6879
05 1 6915 | 6950 | 6985 | 7019 | 7054 | 7088 | 7123 | 7157 | 7190 | 7224
0.6 | 7257 } 7291 | 7324 | 7357 | 7389 | 7422 | 7454 | 7486 | 7517 | 7549
0,7 | 7580 | 7611 | 7642 | 7673 | 7704 | 7734 | 7764 | 7794 | 7823 | 7852
0.8 | 7881 | 7910 | 7939 | 7967 | 7995 | 8023 | 8051 | 8078 | 8106 | 8133
0918159 | 8186 } 8212 | 8238 | 8264 | 8289 | 8315 | 8340 8365 | 8389
1,0 | 8413 | 8438 | 8461 | 8485 | 8508 | 8531 | 8554 | 8577 | 8599 | 8621
1,1 | 8643 | 8665 | 8686 | 8708 | 8729 | 8749 | 8770 | 8790 | 8810 | 8830
1,2 | 8849 | 8869 | 8888 | 8907 | 8925 | 8944 | 8962 | 8980 | 8997 | 9015
1.3 | 9032 | 9049 | 9066 | 9082 { 9099 | 9115 | 9131 | 9147 | 9162 | 9177
.| 9192 1 9207 } 9222 | 9236 | 9251 | 9265 | 9279 | 9292 | 9306 | 9319
15 ] 9332 | 9345 | 9357 | 9370 | 9382 | 9394 | 9406 | 9418 | 9429 | 9441
1,6 | 9452 | 9463 | 9474 | 9484 | 9495 | 9505 | 9515 | 9525 | 9535 | o545
1,7 | 9554 | 9564 | 9573 | 9582 | 9591 | 9599 | 9608 | 9616 | 9625 | o633
1,8 | 9641 | 9649 | 9656 | 9664 | 9671 | 9678 | 9686 | 9693 | 9699 | 9706
L9.J.9m3 | o719 § o726 | 9732 | 9738 | 9744 | 9750 | 9756 | 9761 | 9767
20 | 9772 | 9778 | 9783 | 9788 | 9793 | 9798 | 9803 | 9808 | 9812 | 9817
2,1 | 9821 | 9826 | 9830 | 9834 | 9838 | 9842 | 9846 | 9850 | 9854 | 9857
2,2 | 9861 | 9864 | 9868 | 9871 | 9875 | 9878 | 9881 | 9884 | 9887 | 9890
23 | 9893 | 9896 | 9898 | 9901 | 9904 | 9906 | 9909 | 9911 | 9913 | 9016
2419918 | 9920 | 9922 | 9925 | 9927 | 9925 | 9931 | 9932 | 0934 | 9036
2,5 | 9938 | 9940 | 9941 | 9943 | 9945 | 9946 | 9948 | 9949 | 9951 | 9952
26 | 9953 | 9955 | 9956 | ‘Y957 | 9959 | 9960 | 9961 | 9962 | 9963 | 9964
2,7 | 9965 | 9966 | 9967 | 9968 | 9969 | 9970 | 9971 | 9972 | 9873 | 9974
2.8 | 9974 | 9975 | 9976 | 9977 | 9977 | 9978 | 9979 | 9979 | 9980 | a9g1
29,1 998 ) 9982 | 9983 | 9983 | 9984 | 9984 | 9985 | 9985 | 9986 | 9986
3,0 | 9987 | 9987 | 9987 | 9988 | 9983 | 9989 | 9989 | 9980 | 9990 | 9990
3,1 | 9990 | 9991 | 9991 | 9951 | 9992 | 9992 | 9992 | 9992 | 9993 | 9993
3,2 | 9993 | 9993 | 9994 | 9994 | 9994 | 9994 | 9994 | 9995 | 9995 | 9gos
33 | 9995 | 9995 | 9995 | 9996 | 9996 | 9996 | 9996 | 9996 | 9996 | 9997
34 | 9997 | 9997 | 9997 | 9997 | 9997 | 9997 | 9997 | 9997 | 99s7 | 9998
&) 090 | 0,95 0,975 | 0.990 | 0,995 | 0,999 | 0,9995 | 0,9999 {0,99995
# {12816 [1.6449 [1,9600 [2,3264 [2,5758 [3,0902 [3,2905 [3,7190 |3.8906




