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Loppukuulustelu, ma 17.10. klo 14-18 L1

Merkitse vastauspapertin selvdsti, suoritatko kurssin aineopintoihin vai syvenidviin opintothin.
VASTAA VIITEEN (5) KYSYMYKSEEN. Tehidvi 1 sisiltyy vain aineopintotason tenttiin,
kun taas tehtdvd 6 vaaditaan vain syventdvien opintojen kuulusieluun. Osa muiden tehtdvien
alakohdista sisdltyy vain syventivind suoritettavaan tenttiin.

Mukana saa olla laskin mutta ei omia muistiinpanoja eikd muutakaan kirjallista materiaalia.
Tarvittavat taulukol jaetaan tehtdvdpaperin mukana.

1. Vain aineopintoihin. Huonoennusteiseen leukemiaan sairastuneiden potilaiden ryhmén (n=
16) elinajat (viikkoina) diagnoosin jilkeen olivat

2 3 3 3 4 4 4 7 816 17 22 30 43 56 65

Elinaikojen keskiarvo oli § = 17.94 viikkoa = 0.35 vuotta.

Oletetaan elinaikojen ys, ..., y, olevan toisistaan ehdollisesti riippumattomia ehdolla X, jossa
yi | A ~ Exp(A), jok. ¢ = 1,...,n, ja A > 0. Priorijakaumaksi A:lle oletetaan Gamma(a, 3),
jonka molemmat parametrit ovat positiivisia.

(a) Osoita, ettd gammajakauma on eksponenttijakauman konjugaattijakanma.

(b) Osoita, ettéd parametrin A posteriorijakaumalle pétee: X | y ~ Gamma(a +n, #+1), jossa
Y= .¥)iat =214

{c) Jos leukemiapotilaiden elinaikojen analyysissa prioriparametrien arvoiksi oletetaan o =
0.1 (paljas luku) ja 8 = 0.1 vuotta, niin kuinka suuria ovat em. havaintojen pohjalta A:n
posteriorijakauman odotusarvo E(A | y) ja varianssi var() | y)?

2. Narkolepsiaan sairastuneiden 5-19-vuotiaiden lasten ja nuorten lukumaarit Suomessa vuo-
sijakson 20062010 aikana olivat vuosittain seuraavat:

vuosi 2006 2007 2008 2009 2010
lukuméiri 5 6 14 9 62

Léhde: Kansallisen narkolepsiatyéryhmén raportti, 2011 (http://www.thl.fi/fi_FI/ueb/fi/
rokotteet/narkolepsia_ja_sikainfluenssarokote).

Narkolepsiatapausten lukumééristd Suomessa ei ole luotettavia tilastoja ennen vuotta 2006.
Ruotsissa diagnosoitiin 2000-luvun puolivalistd alkaen vuosittain 7-16 uutta narkolepsiatapaus-
ta tassa ikéluokassa.

Merkitddn y; = ikéluokassa 15 19 vuotta ilmaantuneiden nusien narkolepsiatapausten lukuméia-
rd Suomessa vuonna ¢+ 2005; 1 = 1,...,5. Oletetaan, ettd havainnot y,. .., ¥s ovat toisistaan

ehdollisesti riippumattomat siten, ettd y, | 6; ~ Poisson(#;), jossa 8; > 0 jok. i =1,....5.

Seuraavalla sivulla on aineiston analyysid varten laadittu Jags-skripti seké sen pohjalta tehdyt
simulaatioajot ja niiden tuloksia. Kerro tiiviisti mutta riittdvin yksityiskohtaisesti, miké on
ollut analyysin kohde, millaisia malli-, priori- ym. oletuksia on tehty, ja mitkd ovat analyysin
keskeiset tulokset.



write("
modelq{
for( i in 1:length(y) )

{ y[i] ~ dpois(thetali])
theta[i] <- beta0 + betalx*(x[il-mean(x)) }

beta0 ~ dgamma(6, 1)
betal ~ dnorm(0, 0.05)
pbl <- step(betal)
tt <- beta0 + betal*®2.5
yt ~ dpois(tt)

}

", "gampoislin.txt")

> library(rjags)
>y <-c(5, 6, 14, 9
> x <- 2005 + 1:4

> gpl <- jags.model("gampoislin.txt", data = list(y = y, x = x))
> gpls <- coda.samples(gpl, c("betaO", "betal", "pb1", "yt"), n.iter = 5000)

> summary(gpls)

Iterations = 1001:6000
Thinning interval = 1

Number of chains = 1

Sample size per chain = 5000

1. Empirical mean and standard deviation for each variable,
plus standard error of the mean:

Mean SD Naive SE Time-series SE

beta0 8.1409 1.2526 0.017714

betal

pbl
yt

1.8284 1.1748 0.016614
0.9438 0.2303 0.003257
12.7160 4.9972 0.070672

2. Quantiles for each variable:

2.5%  25% 50% 75%

beta0 &5.8696 7.207 8.097 8.922
betal -0.4881 1.044 1.838 2.621

pbl
yt

0.0000 1.000 1.000 1.000
4.0000 9.000 12.000 16.000

0.024495
0.020285
0.003687
0.075380

97.5%
10.842
4.109
1.000
23.000

3. Oletetaan nyt ettd neljina ensimmaisend vuonna 2006-2009 vuotuisten tapausméirien odo-
tusarvo oli samansuuruinen gy = 8, i = 1,..., 4 mutta vuoden 2010 odotusarvo u; = fs oli

H H

mahdollisesti erilainen. Analysoidaan odotusarvojen py ja g suhdetta p = i,/ o normaalija-
kaumaan perustuvalla likim3raisella menetelmalla. Téssd nojaudutaan siihen, ettd parametrin
a = log(p) suurimman uskottavuuden estimaattorin @ = log(p) otantajakauma on likimain



normaalijakauma odotusarvolla a ja varianssilla 2, jossa su-estimaatiorien ja ¢2:n lausekkeet
ovat
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Parametrin « priorijakaumaksi omaksutaan normaalijakauma prioriodotusarvolla ag ja priori-
varianssilla vy.

Niilld oletuksilla parametrin o posteriorijakauma on likimain normaalijakauma odotusarvolla
ap ja varianssilla v, jossa
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(a) Syventdviin opintoihin: Perustele edelld kerrottu tulos koskien av:n likimasrsisti posterio-
rijakaumaa.

(b) Kirjoita Jags-malliskripti, jolla simuloidaan odotusarvojen suhteen p = u;/uo poste-
riorijakaumaa edelld maariteltyyn normaaliapproksimaatioon seki latteaan priorijakau-
maan a ~ N(0,107%) perustuen ja jolla saadaan allaolevat tulokset, joista mainittakoon,
ettd prhogtl tarkoittaa todennakdisyyttd P(p > 1 | y). Tarvittavat havaintovektorin

R-komentojen avulla.

> rhomalli <- jags.model("poisrho.txt", data = list(alphahat = alphahat,
+ SE = SE))

> rhosimu <- coda.samples(rhomalli, c("alpha", "rho", "prhogtl"),

+ n.iter = 10000)

v

summary (rhosimu)

Iterations = 1:10000
Thinning interval = 1
Number of chaing = 1
Sample size per chain = 10000

1. Empirical mean and standard deviation for each variable,
plus standard error of the mean:

Mean SD Naive SE Time-series SE
alpha 1.985 0.1708 0.001708 0.001576
prhogtl 1.000 0.0000 0.000000 0.000000
rho 7.388 1.2736 0.012736 0.011928

2. Quantiles for each variable:

2.5% 25% 50% 754 97.5%
alpha 1.647 1.870 1.986 2.101 2.321
prhogtl 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
rho 5.190 6.487 7.287 8.175 10.181

(c) Esitd tiivis sanallinen selostus saaduista tuloksista ja niiden pohjalta tekemistasi padtel-
1nista.



4. Tee selkoa priorijakaumien merkityksesté ja roolista sekd niistd periaatteista joiden nojalla
priorijakauma valitaan ja médritelldsn bayesildisessd analyysissd ja padttelyssa.

5. Tee selkoa posteriorijakauman MCMC-simuloinnissa tuotettavien ketjujen suppenemisdiag-
nostiikan periaatteista ja perusmenetelmisti.

6. Vain syventdviin opintoihin: Hepatiitti B-virusta (HBV) vastaan kehitetyn rokotteen tehoa
tutkittiin Gambiassa. Mitattavana vasteena on vasta-ainemaara A;; henkilslld ¢ mittauskertana
7 = 1,2.3, jolloin oli kulunut ¢;; vuorokauntta rokottamisesta. Mittauskertoja oli korkeintaan
3 per henkild. Seuraavassa kuvassa on esitetty kaikkien tutkittujen henkildiden (n = 106)
mittaussarjat rokottamisesta kuluneen ajan funktiona.

Vasta-ainetasojen logaritmien y;; = log(4;;) malliksi omaksutaan y;; | pj, 02 ~ N(uij,0%)
(i=1,...,n; j =1,2,3) muista havainnoista ehdollisesti riippumatta siten, ettd odotusarvot,
riippuvat lineaarisesti ajan logaritmista:

p,;j=ai+ﬁi[log(t,-j/730)]z i=1,...,n; j=1,2,3.
Regressiokertoimien oletetaan noudattavan seuraavia malleja
a; | Ju'maczx ~ -N(nu'ﬂto'g): i I #310‘;2-} ~ N(,U,G,Ufe)a i=1,...n,

toisistaan ehdollisesti riippumatta. Kaikki tarvittavat hyperpriorijakaumat méiritetiin latteik-
si: odotusarvoille N(0,107%) ja tarkkuuksille Gamma(10~3, 10~%) toisistaan riippumatta.
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Simuloinnin jélkeen saatiin seuraavat tulokset, jossa sigma, sigma.alpha, sigma.beta viit-

taavat vastaavien varianssien 62,02, o3 nelidjuuriin.

Iterations = 1:10000
Thinning interval = 1
Number of chains = 1
Sample size per chain = 10000

1. Empirical mean and standard deviation for each variable,
plus standard error of the mean:

Mean SD Naive SE Time-series SE
mu.alpha 6.0358 0.19216 0.0019216 0.002328
mu.beta -1.0528 0.12890 0.06012890 0.013653
sigma 1.0035 0.05659 0.0005659 0.001480
sigma.alpha 1.8617 0.14850 0.0014850 0.001884
sigma.beta 0.2071 0.16612 0.0016612 0.020800
2. Quantiles for each variable:
2.5 25% 50% 75%  97.5%
mu.alpha 5.65730 5.90952 6.0377 6.1647 6.4087
mu.beta -1.20419 -1.13819 -1.0617 -0.9663 -0.8017
sigma 0.90172 0.96479 1.0008 1.02386 1.1175

sigma.alpha 1.60107 1.75944 1.85568 1.9525 2.1707
sigma.beta 0.02917 0.07757 0.1565 0.2944 0.6091

(a) Piirrd suunnattu, syklitén vuokaavio eli DAG, joka havainnollistaa graafisesti niiden ole-
tusten méérittelemén mallikokonaisuuden elementit ja niiden keskiniiset suhteet.

(b) Kirjoita Jags-skripti, jolla t&méin mallin parametrien posteriorijakaumaa voidaan simu-
loida.

(c) Tulkitse sanallisesti mallin sisélts seké saadut tulokset. Kommentoi erityisesti regressio-
kertoimille a; ja B; tehtyja oletuksia ja miten niitd voi tésss tilanteessa perustella verrat-
tuna ajateltavissa oleviin vaihtoehtoihin, kuten sithen ettd a; =aja fi=46,i=1,...,n,
tai ettd kaikki oyt ja Gt olisivat toisistaan tdysin erillisid parametreja.
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Table 3.3 Functions available in WinBUGS

WinBUGS Syntax v Funetion Description
1. abs(x) |z Absolute value
2. cloglog(x) log(~log(1 — z}) Complementary log-log function
3. cos{x) cos(x) Cosine function
4. cut{x) Posterior of  is not updated by the likelihood

5. equals(x1, x2)

6. exp(x)
7. inprod (vi[l, v2[1)
8.interp.lin(x, vi[l, v2[])

8. inverse (M[,])
9. log(x)
10. logdet (M[,1)

11. logfact (k)
12. loggam(x)
13. logit{x)

14. max(x1, x2)
15. mean(v[])

16. min(x1, x2)
17. phi{x)

18. pou(x, z)
19, sin(x)

20. sqrt(x)

21 rank(v[], k)

22. ranked(v[1, k)
23. round (x)

24, sd(v[1)

25. step(x)

26. sum(v([])

27, trunc(x)

L

f(x1,22) = 1 whenzy = 25

= 0 otherwise

e
Z,- V15Ug4

v2i + (V2,541 — v2:)

(2 —v13)/(v1,541 — v13)
A-1

log(z)

log | Af

log(k!)

log(T"(x))

log 7%=

max(z1, z2)

T = Z::l v; /n, where n is the
length of vector v

min{zy,z3)

P(X <), X ~ N(0,1)

%

sin{z)

N

Do H(vi < wp), where I(z) = 1if
z true and O otherwise

v,-:zsI('v, Sw)=k

V 2y =93/ (1) ¢
f(x) = 1whenz > 0; 0 otherwise

Z-; b

Binary indicetor function for equal nodes

Exponent value
Inner product of two vectors
Interpolation line

Inverse of a symmetric positive-definite matrix
Logarithm (ln)

Logarithm of the determinant of a symmetric
positive-definite matrix

Log factorial function of an integer

Log gamma function

Logit function

Maximum of two values

Sample mean

Minimum of two values
CDF of standardized normal
Power function

Sine function

Square root

Rank of s component of a vector

Element of a vector with rank s

Round to the closest integer

Sample standard deviation

Binary indicator function of positive nodes
Sum of a vector’s components

Truncation to the closest smaller than z integer

Key: x, z = single real value or logical or mathematical expression; k = single integer value; v = vector; M =

matrix.
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