Lebesguen mitta- ja integraaliteoria, 18.4.201 1

1. (a) Méarittele Lebesguen n-ulotteinen ulkomitta. m;,. Osoita, ettd nume-
roituva joukko on aina nollamittainen.

(b) Médrittele mitallinen joukko ja mitallinen funktio.

(c) Osoita, ettd jos joukon E ulkomitta on nolla, niin se on mitallinen.

2. (a) Esitd Lebesguen monotonisen konvergenssin lause.

(b) Todista Fatoun lemma kiyttamalli apuna monotonisen konvergenssin
lausetta ja anna esimerkki tilanteesta jossa siini vallitsee aito epayhtals.

3. Mésritelladn f : [0,1] — R asettamalla f(1) = co ja

n=1 _ ] o _ 1
o1 =% <

fz) =n, , (n=1,2,..).

Osoita, ettd f on mitallinen ja maarits fol f(z) dx.
4. Olkoon f : R — R mitallinen funktio, ja asetetaan
Ay ={z: 227 < |f(z) < 2).

Osoita, ettd f on integroituva jos ja vain jos

f: 2" m(A,) < oo.

n=-=00

9. Maarita
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ja perustele viitteesi.



