LINEAARISET MALLIT (806308A)
Loppukoe 20.6.2011

Leena Pasanen

Vastaa kaikkiin kysymyksiin!

1. Tarkastellaan “perusmuotoisen” lineaarisen regressiomallin
p

Y, =fiza + Pntim +ei =8 X+ &
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CiJ_LXl, EiN]\rID(O,LTz) . 'l.:].'n_

H

matriisimuctoista versiota

Y =XB+¢e, € ~ N,(0,0%])
(A)

Tnl -+ Tum

regressiokerroinvektorin 3 = (/% - - - 3,»)’ plenimman nelicsumman estimaattoria (johon
paddytaan sekd momenttiperiaatetta ettd ML-periaatetta kiytettdessd) g= (X'X)y' Xy
seki vastaavaa sovitevektoria ¥V = X ,@ ja jaannoéstermivektoria £ =Y — Y. (Huom:
Tavallisesti ;) = 1.}

Jos vastemuuttujasta saaduista havainnoista koostuvaa vektoria ¥ € R™ ja se-
littdvistd muunttujista saaduista havainnoista koostuvia vektoreita X = (21, -+ - 2n;) €
R" (j = 1,2,--- ,m) ajatellaan ” havaintovektoreina” (ja R™:mn alkioina), niin
millaisia tulkintoja sovitevektorille Y voidaan antaa

Y ja Yo vilisen etdisyyden | Y — Y || kannalta?

Y:n ja Y vilisen kulman oY, ?) kannalta?

Y:n lineaarikuvauksena (projektiona)?

Miten jaannostermivektori £ voidaan tulkita ¥ :n lineaarikuvauksena {projektio-

na)?
Millainen on estimaattorin ﬁ otantajakauma? Entéd sen vksittaisten komponent-
tien §; (7 =1, --,m) otantajakaumat?

Eldvéita vastaustasi liitteessd 1 esitetyilld laskelmilla, jotka littyvat 104:n Kustavin
kunnassa (kunta Turun ulkosaaristossa) kasvaneen ménnyn rinnankorkeudelta (1.4
metrin korkeudelta juurenniskasta lukien) ja kuuden metrin korkeudelta mitattujen
lapimittojen (d; ja d6; , senttimetreind) ja puiden tilavuuksien (Y}, litroina) valisen yh-
teyden tutkimiseen. (Nami lapimittatiedot on helppo mitata enien puun kaatamista.



Edellinen yksinkertaisesti mittanauhan, jalkimmaéinen pitkdn puukepin padhin asete-
tun kaulaimen avulla.)

Voidaan todeta, ettd lapimittatietojen d; ja d6; mukaisen tasaisesti kapenevan pydrahdys-
kartion tilavuus olisi (litroina)

1 htot; \* 1
n==-7-{05-d - —=1 . ty - ——,
H=geT (0 5-d hrmta?-) o 1000°

jossa

hrinta; = d; - 9;%(—) ja htot; = 140 + hrinta,

Tista syystd liitteesd 1 on kokeiltu mallia
Yi=Bh+fxite . €~ NID(OJQ) ; 1=1,....104.

Kommentoi estimointituloksia erityisesti parametrin 8, (ja sen estimaattorin hajonta-
arvion) osalta. (Etukéteen voisi nimittiin olettaa, ettd fy:n ei pitdisi olla “kovin” kau-
kana ykkosesta. )

Néayttaako mallin vakioparametri 8; estimoituneen jarkevisti?
Kuinka suureksi muodostui jidnnosneliosuma E'E?
. Tarkastellaan jatkuvien satunnaismuuttujien Y ja X = (X, ..., X,,) yhteiskdyttaytymista
(ts. yhteisjakaumaa)
Mité tarkoitetaan Y regressiofunktiolla X:n suhteen?

Millaisissa sovellustilanteissa on jiarkevidd ja hyddyllistd keskittyd tutkimaan (ja
estimoimaan) ¥ :n regressiofunktiota X:n suhteen?

Millaisten tilanteiden kuvaamiseen regressiomallit eivat lainkaan sovellu? Anna
esimerkki téllaisesta tilanteesta.

Elavoita vastaustasi edellisessé tehtaviassa esitellyn ongelman avulla. Toisen vaihtoeh-
don kuvata puun tilavuuden Y; riippuvuutta lapimittatiedoista d; ja d6; tarjoaisi esi-
merkiksi malli

Y= ﬁl ' (di)ﬁz ) (dﬁt)ﬂa BGC T
(B)

logr; ~ NID(0,0%1), i=1,...,104
Onko regressiomallin kaytto ylipdataan jarkevid tatd yhteyttd kuvatessa? (Perustele
mielipiteesi.)
Miten malli (B) voitaisiin tulkita lineaariseksi regressiomalliksi?

Liitteessd 2 on esitetty parametrien 3» ja B3 estimoimiseksi laaditut SAS- ja R-ohjelmat
sekd ohjelmien tuottamat tulostukset.

Miten néiden estimointitulosten perusteella voidaan laskea alkuperdisten tilavuuksien
odotusarvosovitteet ¥; = F(Y;|d;, d6;)7 Liitteessd 2 on tulostettu mallin (B) linearisoidun



version antamat sovitteet ja transformoitu ne sitten takaisin alkuperdiseen litraskaa-
laan. Lissksi on laskettu “jaannésnelissumma” 3.21(Y; ~ ¥;)2. Vertaa mallin (B)
toimintatarkkuutta liitteessd 1 saatuihin tuloksiin. Kumpi malli ndyttdd paremmin

hyédyntévan ldpimittatietoihin siséltyvan, puun tilavuutta koskevan informaation?

. Tarkastellaan tavallista lineaarista regressiomallia (A*). Miten havaintoaineiston Y; .
Xi=1zp ... zm) E=1,..., n) perusteella voidaan konstruoida {1 — «)-tasoinen

b H

(o on pieni positiiviluku esim. & = 0.05) luottamusvili

{a) regressiokertoimelle 3,

(b) regressiokertoimien lineaarikombinaatiolle C'8 = ¢ 81 + - - - + cmnfm?

{(c) uuden havainnon odotusarvolle EY, 11 = ' Xp41?

{(d) uudelle havainnolle Y, ,;

(Kohdissa c ja d on ajateltu, ettd uuteen havaintoyksikkdon n + 1 liittyviit selittdvien

tekijoiden arvot on koottu vektoriin X,., ja ettd sama malli (A) pétee myds téssd
uudessa havaintoyksikdssa.)

Kohdassa b on tarkoitus ensin paatella estimaattorin C’'f otantajakauman muoto.

Elavoita vastaustasi seuraavalla esimerkilld. Tehtdvassa 2 mallin (B) mukainen regres-
siofunktio olisi astetta v = f> + 3 oleva homogeenifunktio, ts. 10 %:n lisdyksen mo-
lemmissa mittatiedoissa d; ja d6;, pitdisi aiheuttaa kertoimen (1.10)* mukaisen kasvun
puun tilavuuteen. Muodosta liitteessd 2 esitettyjen tulosten perusteella 95%-tasoinen
luottamusvili skaalaparametrille y = 8+ 0;. (Huom, SAS:in proc reg:in optiota covb ja
R:n funktiota veov on kéytetty tulostamaan matriisi S?(X'.X) ™!, missi S? = —L-E'F)

. Miten perusmuotoiseen lineaariseen regressiomalliin {A} sisiltyvien oletusten

virhetermien ¢; varianssit o? oletettiin kaikki yhts suuriksi

eri havaintoyksikoihin siséltyvat viehetermit oletettiin toisistaan riippumattomik-
st

virhetermit oletettiin normaalisesti jakautuneiksi
realistisuutta voidaan tutkia

(a) visuaalisesti

(b} testien avulla

Mikali jokin oletuksista osoittautuu epérealistiseksi, mité asian korjaamiseksi (tai huo-
mioon ottamiseksi) voidaan tehdi?

Eldvoita vastaustasi liitteessé 3 esitellyilld kuvioilla ja laskelmilla, joiden tarkoituksena
on tutkia tehtdvissd 1 ja 2 (ts. liitteissd 1 ja 2) estimoitujen mallien realistisuutta.
Huomaatko liitteen 3 tulosten perusteella syyn liitteessd 1 saatuihin, jossain méaarin
outoihin tuloksiin?



5. Miten saman lineaarisen mallin puitteissa voidaan tutkia sekd kvalitatiivisten etta
kvantitatiivisten selittdjien vaikutuksia jatkuvaan vastemuuttujaan? Millaisia kysy-
myksenasetteluja téllaisten mallien puitteissa voidaan tutkia? Millaisia parametrira-
joitteita tavallisimmat tulkinnallisesti mielenkiintoiset hypoteesit vastaisivat?

Eldvoita vastaustasi liitteessa 4 esitellyn sovellusesimerkin avulla. Datatiedostossa SYNT-
PAIN on esitetty erditd tietoja Oulun- ja Lapin ldéneissd vuoden 1966 aikana seké.
1.7.1985-30.6.1986 vélisena aikana syntyneista lapsista, heidén dideistddn ja heidédn syn-
tymépainoistaan. Tiedostossa esitetty aineisto on umpiméhkiinen otos kaikista mainit-
tuina aikavéleind syntyneistd lapsista, ja se késittad runsaat 2100 lasta. Halutaan tut-
kia didin raskauden aikaisen tupakoinnin vaikutuksia keskimaaraisiin syntymépainoihin
(muuttuja SYNTPAIN ). Toisaalta on ilmeists, ettd keskimaardinen syntymapaino
vailitelee myds sukupuolittain.

Lisdksi on selvad, ettd raskanden kesto (ns. gestaatioikd, muuttuja NEUVVIIK ) vai-
kuttaa oleellisesti lapsen syntymépainoon. (Aineistossa olivat mukana vain yksisikidiset
raskaudet.) Plottauskuvioiden avulla on helppo huomata, ettei yhteys ole lineaarinen,
vaan etté sitd voidaan parhaiten approksimoida kolmannen asteen polynomin avulla,
esimerkiksi mallin

SYNTPAIN; = 81 + Baga; + Baga? + Bage® + fssex; +¢;
(C)
g~ Ny(0,02]),i=1,...,n,

mukaisesti, kun SYNTPAIN; vastaa i. lapsen syntyméipainoa (10 grammoissa mi-
tattuna), ga; lapsen gestaatioikda (viikoissa mitattuna) ja sex; sukupuolta (1=tytio,
O=poika). Parametreja 3,,.. ., Bs pidetdan rajoitteettomina, mutta o> > 0.

Vertaa mallia (C) malliin

SYNTPAIN; = 3 +0;(ga:—40)+ 5} (9a; — 40)2 + B; (ga; — 40)3 + B2 sew; + ¢
(D)
£~ No(0,020),i=1,....1,

B1,. .., B rajoitteettomia, o2

Millainen yhteys vallitsee muotoilun (C) parametrin G5 ja muotoilun (D) paramet-
rin G valilla? Miten parametrit f5 ja 87 voidaan tulkita? Miké olisi parametrin gy
selkokielinen tulkinta? Entd parametrin 3,7

Taydennetian mallia siten, ettéd se pyrkii ottamaan huomioon myds didin tupakeinnin
vaikutuksen lapsen syntymépainoon. Tiedot didin tupakoinnista kirjattiin muuttujaan
AIDINTUP muodossa 0 « &iti ei tupakoinut lainkaan,1 «— &iti poltti korkeintaan 9
savuketta paivissa, 2 « aiti poltti 10 savuketta paivassd tal sitd enemméin. Karkeiste-
taan ndma tiedot muotoon tup = 0 «— &iti poltti korkeintaan 9 savuketta paivésséi tai ei
tupakoinut lainkaan, tup = 1 « &iti poltti vahintdin 10 savuketta péivéssd. Nayttaako
gestaatioidn vaikutus syntymépainoon samanlaiselta tupakoivien ja tupakoimattomien
ditien lapsilla? (Tutki tdt8 kysymysté sopivaa F-testia kiyttéen)



Nayttadko didin tupakoinnilla ja lapsen sukupuolella olevan “yhdysvaikutusta” lap-
sen syntymépainoon? Nayttadks aidin tupakointi vlipddtiddn vaikuttavan lapsen syn-
tyméapainoon? (Perustele vastauksesi huolellisesti liitteen 4 laskelmiin tukeutuen.)

Kuinka suuri nédyttéisi olevan taysiaikaisen (ga = 40) poikalapsen keskiméérdinen syn-
tvmépaino, mikali hinen &itinsd ei ole tupakoinut lainkaan?
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