Lukuteoria
Kesatentti 6.8.2007

EI LASKIMIA, EI MATKAPUHELIMIA

1. Olkoon b > 2 luonnollinen luku. Miten reaaliluvun v > 0 b-kantainen esitys muo-
dostetaan? Osoita, ettd irrationaaluvun esitys ei voi olla jaksollinen. M#arit4 luvun
= T7-kantainen esitys.

2. Olkoon L : K kuntalaajennus ja o € L algebrallinen K:n suhteen. Masrittele
alkion o minimipolynomi kunnan K suhteen ja osoita se jaottomaksi renkaassa K [z].
Olkoon nyt a yhtélon
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juuri. Maaritd a:n minimipolynomi kunnan (i) Q ja (ii) Q(v/7) suhteen. Onko o
kunnan Q(+/7) kokonaisluku?

3. Oletetaan, ettd [K : Q] =nja oy, ..., an € Ok. Mairittele lukujen o, ..., a,, diskrim-
inantti A(aj, ..., a,) ja osoita, ettd A(a, ..., a,) € Z. Osoita edelleen, ettd on ole-
massa sellaiset luvut a4, ..., a, € Ok, etti jokainen Ok :n alkio on muotoa

a1y + -+ anoy,, a; €7Z.
Miérits téllaiset luvut tapauksessa K = Q(1/20).

4. a) Tiedetédn, ettd Neperin luku e on transkendenttinen. Voiko ¥/e + 2e olla
algebrallinen? Perustele vastaus!
b) Esité (ilman todistusta) algebrallisten lukujen approksimointia koskeva Liouvillen
lause ja osoita siihen nojautuen, ettd luku
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on transkendenttinen.
5. Ratkaise yksi tehtavistd A, B tai C.

A. Maairittele nelickunnan kokonaislukujen renkaan ideaalin A4 # < 0 > kanoninen
kanta {v, s + tw} ja normi N(A). Osoita, ettd N(A) = vt. Maérita ideaalin
<1-2i> C Ok, K =Q(i), kanoninen kanta.

B. Osoita, ettd nelickunnan kokonaislukujen renkaan ideaaleille patee:
AlC& CC A

C. Maarita seuraavien ideaalien kanoniset kannat:
a) K =Q(v/-5), <3,1+2/-5>,
b) K = Q(+/10), < 6,7+ 210 >.




