Lukuteoria

Loppukoe 29.1.2007
EI LASKIMIA, EI MATKAPUHELIMIA

1. Suorita A) tai B)

A) Olkoon b > 2 luonnollinen luku. Miten positiivisen reaaliluvun a b—kantainen
esitys muodostetaan? Esita ja perustele valttamaton ja riittava ehto sille, etta esitys
on (i) padttyva, (ii) jaksollinen. Mink& luvun kehitelmé on (0,25)g?

B) Maéarittele reaaliluvun « ketjumurtokehitelmé ja konvergentit Z—:, n=12---.
Laske luvun /7 ketjumurtokehitelms ja 3. konvergentti.

Osoita tulos: Parilliset konvergentit muodostavat vihenevén ja parittomat kasvavan
jonon.

2. Olkoon p > 2 alkuluku. Osoita, ettd polynomi f(z) = 2P ! + 2P 24+ ...+ 2+ 1 on
jaoton renkaassa Q[z]. Oletetaan, ettd p toteuttaa yhtalon f(p) = 0. Maéritd luvun
a = p + 2 minimipolynomi. Onko luku p + p~! kokonainen algebrallinen luku?

3. Olkoon K = QQ(f) astetta n oleva algebrallinen lukukunta. Méé&rittele luvun o € K
minimipolynomi p, ja kuntapolynomi f,. Osoita, ettd f, on p,:n potenssi. Olkoon
K = Q(v/2). Maaritd K:m alkioiden v/2 ja v/2 + 1 minimipolynomit ja kuntapoly-
nomit.

4. a) Midérittele Eukleideen alue ja osoita, ettd nelickunnan Q(v/3) koko-naislukujen
rengas on FEukleideen alue.

b) Tunnetusti Eukleideen alue on péiideaalialue. Esitd a) kohdan kokonaislukujen
renkaan ideaalit

a1 = (6,3 ++/3),a2 = (2,3 +3V/3)

paaideaaleina ja maarita niiden normit.

5. a) Osoita, ettéd luku

o0

n
a=3 37
n=1
on 1rrat10naahnen.

b) Esita (ilman todistusta) algebrallisten lukujen approksimointia koskeva Liouvillen

lause ja osoita sithen nojautuen, etta luku

on transkendenttinen.



