LUKUTEORIA JA RYHMAT
Loppukoe 19.3.2012

Ei laskimia, ei matkapuhelimia, ei taulukkokirjoja

1. a) Olkoon a = b(m) ja ¢ = d(m). Osoita, ettd talldin
ac = bd(m).
b) Ratkaise kongruenssiyht&lo
62 = 8(20).

Perustele miksi ratkaisu on olemassa.

2. a) Maarda Eukleideen algoritmin avulla lukujen 136 ja 426 suurin
yhteinen tekija syt(136,426) ja etsi sellaiset kokonaisluvut u
ja v, ettd syt(136,426) = 136u + 426v.

b) Maaritelldén joukossa R* = R\ {0} relaatio R seuraavasti:
aRb, jos ab > 0. Osoita, ettd R on ekvivalenssirelaatio.

3. a) Maarda ryhmén (Z7,, ) alkiot ja esitd ryhmétaulu.
b) Onko ryhmé (Z7,,-) syklinen? Perustele!

c) Méarad ryhmén (Z3,, -) kaikki aliryhmét. Perustele!

4. a) Olkoon G Abelin ryhmé ja mééaritelldén kuvaus f: G — G s.e
f(a) = (¢=1)? aina, kun a € G.
Osoita, ettd kuvaus f on ryhmé&homomorfismi.

b) Olkoon G = (Zj,, ). Maaraa a)-kohdan homomorfismin f ydin Ker(f) ja
kuva Im(f).

¢) Muodosta b)-kohdan ryhmien nojalla tekijairyhma G/Ker(f) ja esitd sen
ryhmataulu.

5. a) Olkoon G ryhmé ja N < G. Osoita, ettéd sivuluokkien tulo alN - bN = abN
on hyvin maaritelty.

b) Olkoon (G, -) adreton syklinen ryhmé. Osoita isomorfismin mééritelmaan
perustuen, etta

(Gv ) = (Zv +)'

Laskut taydellisesti nakyviin, pelkka vastaus ei riita.

Perustele ratkaisusi taydellisesti.



