Moderni reaalianalyysi 8.8.2011

1.
(a) Maérittele LP(A) avaruus, kun A C R™ on mitallinen joukko ja 0 <
p < oo. Madrittele myos avarunden L*°(A) normi.

(b) Madrittele LT _(A), kun A C R™ on avoin joukko ja 1 < p < oo.

loc

(c) Méarittele Cy(A), kun A C R™ on mitallinen joukko.
(d) Selosta miten Cantorin funktio méaéritelldin (piikohdat).

(e) Sclosta paskohdat miten todistctaan, ettid avaruus Cy(R™) on tihed
avaruudessa LP(R™).

(f) Todista Jensenin epayhtild.

2. Oletetaan, ettd, [o. |f|P dm < co jollain 0 < p < oo. Todista, etti

lim - [f|? dm = m{{z € R" : f(z) # 0}).

p—0
3. Olkoon f(z) : R® — [0,00], f(z) = |z| ™. Todista, cttd f € LP(B(0,1))
jos ja vain jos 0 < p < 1, missé B(0,1) = {z € R™: |z| < 1}.
4. Oletetaan, ettd f € heikko LP(R®) ja
m({z € R™: f(z} # 0}) < co.

Nayté, etté

f [f]9 dm < o0
Rn
kaikilla ¢, 0 < ¢ < p.

5. Olkoou, f € LP(RM) ja g € LP(R™), missi p > 1 ja % + # =1.

(a) Osoita, ettd ||f * glleo < ||£]l Ilglp-
(b) Osoita, ettd on olemassa jono h; € CP(RP), ¢ = 1,2, .... siten, ettd

”f*g_hi“oo — 0, kun ¢ — oo.

(c) Osoita, ettd limyy oo (f * g)(z) = 0.
(d) Anna esimerkki funktioista f € L'(R") ja g eL®(R™) siten, etti

Jim (f * g)(z) #0.



