Numeerinen analyysi
Loppukoe, 11.3.2002

1. Osoita, ettd jos ||Al| < 1, niin I + A on kddntyvi ja
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2. (a) Olkoon u € Cla, b] sellainen funktio, etté v’ on paloittain jatkuva ja u(a) = 0
tai u(b) = 0. Nayti, ettd on voimassa Poincaren epéayhtilo

/ o) < C= / W (@) d.

(b) Tutkitaan tehtiviid (u € C*(I), I = (a,b))

{(LU) (v) = —(p(@)u'(2)) + g(w)u(z) = f(z), €
u(a) = u(b) = 0.

(1)
Oletetaan, ettd p € C'(I), 0 < po < p(x) <p1, g€ C(I), 0< g < g(x) <
¢ ja f € C(I). Nayta, etté erédélle vakiolle ¢ > 0 pétee

" [lo < [l fllo-

3. Reuna-arvotehtdavin (c(z) > 0)

{—u”(x) +b(z)u' (x) + c(z)u(z) = f(z), a<x <b
u(a) = a, u(b) =0

differenssiaproksimaatio voidaan suorittaa niin, ettd yhtaloryhméan kerroinmat-
riisi tulee irredusoituvasti diagonaalisesti dominoivaksi kaikilla diskretisointipara-
metrin h arvoilla. Tama saavutetaan kdyttaméalla «'(z):1le toispuoleista differens-
sid joka ottaa huomioon funktion b(x) etumerkin. Anna matriisyhtdlo Aju, = by,
ja totea Ap:n viitetty ominaisuus. Mikd on konsistenssin kertaluku?

KAANNA!



4. Olkoon u € C*(I) differentiaaliyhtlon

(p(x)u'(2))" + q(x)u(x) = f(z) , = €l=(ab)

sellainen ratkaisu, ettd u(a) = u(b) = 0. Oletetaan, etti p € CY(1), p(x) > po >
1

0, ¢ € C(I), q(z) > 0ja f € C(I). Olkoon
V={vel(): v(a) =v(b) =0, v on paloittain jatkuva}.

Asetetaan a(u,v) = (pu'|[v') + (qu|v) ja
Ew) = %a(v,v) — (flv), veV.

Nayta, ettd

(a) E(u) =min{E(v) : veV}
(b) E(u) < E(v) kun v € V, v # u.

5. Tarkastellaan gradienttimenetelméé vakioparametrilla o, z*+D = 2®) 4 ()
r®) = b — Az®) missi A on symmetrinen ja positiivisesti definiitti. Niyti, ettd
menetelmé suppenee tésmaélleen silloin, kun 0 < o < A—zr, missd A\, on matriisin
A suurin ominaisarvo.



