Numeerinen analyysi

Loppukoe, 14.5.2001

1. (a) Olkoon A = (a;;) n X n-nelidmatriisi. Mité tarkoittavat késitteet

i. A on aidosti diagonaalisesti dominoiva
ii. A on heikosti diagonaalisesti dominoiva
iii. A on irredusoituva

(b) Osoita Gerschgorinin lause: Jos A on matriisin A ominaisarvo, niin on ole-
massa sellainen indeksi 7, etté

n
A = ais <],
j=1
J#i
Perustele lisiiksi Gerschgorinin lauseen seuraus: Jos A on aidosti diagonaa-
lisesti dominoiva, niin se on sddnndéllinen.

2. (a) Olkoon u € Cla, b] sellainen funktio, ettd u’ on paloittain jatkuva ja u(a) = 0
tai u(b) = 0. Néyté, ettd on voimassa Poincaren epéyhtilo

/ @) < C= / W (@) d.

(b) Tutkitaan tehtiviid (u € C*(I), I = (a,b))

{(Lu) (2) = —(pa)' () + g()ulz) = f(z), €T
u(a) = u(b) = 0.

(1)

Oletetaan, ettd p € C'(I), 0 < po < p(x) <p1, g€ C(I), 0 < g < g(x) <
¢ ja f € C(I). Nayta, ettd erddlle vakiolle ¢ > 0 pétee

" [lo < [l fllo-

3. Olkoon x sellainen vektori, ettd x = Mx+¢, missa ||M| = L < 1 ja iteraatiojono
2™k € Ny, on annettu kaavalla 2*t1) = Ma®) 4 ¢. Niyti, etté relaatiot

(a) 2® — 2 = M*(2© — 2)

(b) [l2® — || < L¥2© — x|

(©) 120 — ] < L Jat® - 29
k

() [l=® =2l < {7 [l — 2O

ovat voimassa.

KAANNA!



4. Olkoon u € C*(I) differentiaaliyhtlon

(p(x)u'(2))" + q(x)u(x) = f(z) , = €l=(ab)

sellainen ratkaisu, ettd u(a) = u(b) = 0. Oletetaan, etti p € CY(1), p(x) > po >
1

0, ¢ € C(I), q(z) > 0ja f € C(I). Olkoon
V={vel(): v(a) =v(b) =0, v on paloittain jatkuva}.

Asetetaan a(u,v) = (pu'|[v') + (qu|v) ja
Ew) = %a(v,v) — (flv), veV.

Nayta, ettd

(a) E(u) =min{E(v) : veV}
(b) E(u) < E(v) kun v € V, v # u.

5. Tarkastellaan gradienttimenetelméé vakioparametrilla o, z*+D = 2®) 4 ()
r®) = b — Az®) missi A on symmetrinen ja positiivisesti definiitti. Niyti, ettd
menetelmé suppenee tésmaélleen silloin, kun 0 < o < A—zr, missd A\, on matriisin
A suurin ominaisarvo.



