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Muistiinpanoja ei saaolla mukana. Laskin saaolla mukana! Vastaa jokaiseen NELJÄÄN teh-
tävään!

1. Eräällä tieosuudella tietyn havaintopisteen 10 sekunnin aikana ohittavien autojen lukumäärä
Y noudattaa Poissonin jakaumaa parametrillaλ = E(Y ), jonka tunnettu pistetodennäköisyys-
funktio siis on

f(y;λ) = P(Y = y;λ) =
1

y!
λye−λ.

Ohittavien autojen lukumäärä erillisillä aikaväleillä oletetaan riippumattomiksi. Seuraavassa
taulussa on raportoitu 300 (10 sekunnin aikavälillä tehtyä) havaintoa

Autojen lkm 0 1 2 3 4 5 Yht.
Frekvenssimk 61 107 76 45 10 1 300

Frekvenssitaulua voidaan mallintaa multinomijakaumalla:

f(m) = c · pm0

0
pm1

1
· · · pm5

5

jossac on (uskottavuuspättelyn kannalta epäolennainen) vakiokerroin, pk:t ovat luokkien to-
dennäköisyydet jamk havaitut frekvenssit (k = 0, 1, . . . , 5).

(a) Laskeλ:n suurimman uskottavuuden estimattiλ̂ ja havaittu informaatioj(λ̂). Perustele,
että SU on globaali maksimi!

(b) Laske logaritminen suhteellinen uskottavuusfunktior(λ) = l(λ)− l(λ̂). Onko paramet-
rin arvoλ = 1 mielestäsi uskottava? Perustele vastauksesi.

2. Eräs teollisuusprosessi tuottaa vaihtelevanmittaisiakuituja. Kuidun pituuden (Y ) oletetaan
noudattavan jakaumaa, jonka tiheysfunktio on

f(y; θ) =
1

θ2
ye−y/θ, y > 0

missäθ > 0 on tuntematon parametri. Olkoonn satunnaisesti valitun kuidun pituudety1, . . . , yn.

(a) Johdaθ:n SU-estimaatin̂θ, informaatiofunktionj(θ) sekä logaritmisen suhteellisen us-
kottavuusfunktionr(θ) = l(θ)− l(θ̂) lausekkeet.

(b) Olkoonn = 6:n satunnaisesti valitun kuidun pituudet

6.40, 3.15, 3.00, 5.50, 4.25, 6.90.

Tutki LR-testisuureenD = −2r(θ0) ja senχ2

1
approksimaation avulla hypoteesia, että

parametrinθ arvo onθ0 = 1. Kerrottakoon, ettäχ2

1
-jakauman 0.95 ja 0.99 kvantiilit ovat

3.841 ja 6.634.
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3. Uuden muovilaadun kestävyyttä tutkittiin lyömällä koepalaa toistuvasti vasaralla, kunnes se
rikkoutuu. Oletetaan, että rikkoutumistodennäköisyys onjokaisella lyönnilläθ ja että se ei
riipu aikaisempien lyöntien määrästä. Olkoon satunnaismuuttujaY tarvittavien lyöntien lu-
kumäärä ennen onnistunutta (koepalan rikkoavaa) lyöntiä.Kun n koepalaa testattiin riippu-
mattomasti saatiin havainnoksiy = (y1, . . . , yn).

(a) Muotoile sopiva todennäköisyysmalliY :lle.

(b) Laske otokseeny pohjautuva parametrinθ uskottavuusfunktioL(θ), SUE θ̂ ja havaittu
informaatioj(θ̂).

(c) Mikä on parametrinθ harhattoman estimaattorin̂θ(y) pienin mahdollinen varianssi (Cramér-
Rao alaraja). Voit käyttää hyväksesi tietoa, että satunnaismuuttujanY odotusarvo on
(1− θ)/θ.

(d) EXTRA tehtävä (jonka tekemällä oikein voit saada yhden lisäpisteen): Osoita, että SUE
θ̂ on θ:n tyhjentävä tunnusluku.

4. OlkootY1, . . . , Yn iid otosExp(1/λ) jakaumasta (joka vastaaGam(1, 1/λ) jakaumaa), jonka
tiheysfunktio siis on

f(y;λ) = λe−λy, y > 0

ja parametriλ > 0.

(a) Testataan hypoteesia
H0 : λ = 1 vastaan H1 : λ = 2.

Johda voimakkaimman testinλ(Y) = L(1;Y)/L(2;Y) kriittinen alue ja selitä miten
valitset vakion joka määrää tasonα = 0.05 testin kriittisen alueen rajan.

(b) Testataan nollahypoteesia

H0 : λ = λ0 vastaan H1 : λ 6= λ0.

Johda Raon pistemääräsuureenU = s(λ0;Y)2/I(λ0) lauseke. Muistutettakoon, että
I(λ) = E[j(λ;Y)] on parametrinλ Fisher informaatio.
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