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Matematiikan laitos aloitti toimintansa yliopiston ensimmaisten laitosten joukossa
syyslukukaudella 1959. Aluksi laitos vastasi myos teknillisen tiedekunnan matema-
titkkan opetuksesta, mutta syksylld 1966 teknilliseen tiedekuntaan perustettiin oma
matematitkan laitos, myohempi matematiikan jaos. Tilastotieteen opetus alkoi 1971,
jolloin sovelletun matematiikan ja tilastotieteen laitos aloitti toimintansa. Syysluku-
kauden 1994 alussa matematiikan sekd sovelletun matematiikan ja tilastotieteen lai-
tokset yhdistettiin matemaattisten tieteiden laitokseksi. Yhdistetyn uuden laitoksen

startegiasuunnitelman mukaan laitoksen toiminta-ajatuksena ja -tavoitteena oli

tehda korkeatasoista teoreettista, metodista ja soveltavaa tutkimusta kan-
sainvaliselle forumille ja ympérdivan yhteiskunnan seka teollisuuden kayt-
toon;

- kouluttaa edustamiensa alojen asiantuntijoita elinkeinoeldmén, hallinnon ja
tutkimuksen tehtaviin;

- 1nnostaa vuosittain noin 35 opiskelijaa valmistumaan hyvin aineenhallin-
nan omaaviksi matemaattisten aineiden opettajiksi;

- vilittdad ja edistid matemaattista ja tilastotieteellistd asiantuntemusta ja
yleistietimystd Oulun yliopiston muodostamassa tiedeyhteisossd sekd ym-
paroivissd yhteiskunnassa.

Néama tavoitteet kuvaavat hyvin laitoksen pyrkimyksid sen 50-vuotisen toiminnan
aikana.

Tama historiikki koostuu kolmesta osasta. Paavo Turakaisen kaksikymmenti vuotta
sitten laatima matematiikan laitoksen kolmea ensimmaéistd vuosikymmenti koskeva
esitys on sellaisenaan ensimmaéisend osana. Sitd seuraa Keijo Vadndsen kirjoittama 4.

ja 5. vuosikymmenti koskeva kuvaus ldhinnd matematiikan ja sovelletun matematii-



kan osalta. Kolmantena osana on Esa Liiridn tekema sovelletun matematiikan ja tilas-

totieteen laitoksen toimintaa ja tilastotieteen opetusta ja tutkimusta tarkasteleva osio.

ENSIMMAISET KOLME VUOSIKYMMENTA MATEMATIIKKAA
OULUN YLIOPISTOSSA (Paavo Turakainen)

MATEMATIIKASTA JA SEN TUTKIMUKSESTA

Kuinka on mahdollista, ettd matematiikka sopii niin thmeen hyvin reaalisiin objek-
teihin, vaikka se on kokemuksesta riippumattoman inhimillisen ajattelun tuote? (Al-
bert Einstein)

Matematiikalla on ldhes 5000-vuotinen, monivaiheinen historia. Sen neljds loisto-
kausi alkoi vuoden 1800 tienoilla ja jatkuu vieldkin. Teoksessaan Geschichte der
Mathematik Moritz Cantor esittdd 3600 sivulla matematiikan historian paépiirteet
kolmelta ensimmadiseltd kaudelta. On arvioitu, ettd vastaava yleisesitys 1800-luvun
matematiikasta tiyttdisi sivuja viisinkertaisen maaran. Kuitenkin vasta 1900-luku on
osoittautunut todelliseksi matematiikan kulta-ajaksi. Ensimméisen maailmansodan
jalkeen alkanut ennenndkeméiton kehitys jatkuu yha.

Viime aikoina suurta huomiota saaneen kaaosteorian pioneerilla, ranskalaisella
Henri Poincarélla (1854—1912) sanotaan olleen késitys aikansa koko matematiikasta.
Nykyisin tdimi on tdysin mahdotonta. Mm. tietokonetutkimuksillaan ansioitunut John
von Neumann arvioi 1940-luvun lopulla, ettd lahjakas matemaatikko saattaisi hallita
silloin tunnetusta matematiikasta noin 10 prosenttia. Ulamin dilemmana tunnetaan
tiedonhallintaongelma, jota Stanislaw Ulam pohti erddssd puheessaan 1970-luvun
alussa von Neumannin muistoksi jarjestetyssa tilaisuudessa. Héan suoritti laskelmia ja
paatyi tulokseen, ettd tuolloin julkaistiin vuodessa noin 200 000 teoreemaa, siis yli

500 teoreemaa pdividssd. On arvioitu, ettd viime vuosina on ilmestynyt uusi mate-



maattinen julkaisu joka kymmenes minuutti. Tutkimuksen tason arviointi ja vertailu
matematiikan eri suuntausten vélilld on ndin ollen mahdotonta.

Matemaattisen tutkimustyon tekeminen vaatii pitkille kidyvaa erikoistumista, eika
se onnistu endd munkeilta, papeilta tai asianajajilta kuten entisaikoina. Tama on luon-
nollista, koska matematiikka on 1800-luvulta lahtien ollut hyvin deduktiivinen tiede.
Formaaleimmassa muodossaan sen teorioiden peruspilareina ovat aksiomit, joiden
varaan rakennetaan deduktiosddntdjen avulla kyseistd teoriaa yhd korkeammalle.
Ylikerroksiin ei ole olemassa hissid, vaan sinne on kiivettdva karsivéllisesti peruspi-
lareiden juurelta. Tédssd suhteessa matematiikka poikkeaa oleellisesti useimmista
muista tieteista.

Matemaatikko ja fyysikko katselivat junan ikkunasta pellolla sivuttain seisovaa
lammasta. "Katso, musta lammas", fyysikko sanoi. "Tdnne ndkyva puoli on musta",
matemaatikko korjasi.

Matematiikan deduktiivisesta luonteesta johtuu, ettd esimerkiksi syventdvien opin-
tojen tutkielma yliopistossa ei juuri koskaan sisélld tieteellisesti uusia tuloksia, ja tut-
kijan ensimmdiinen julkaisu on yleensd joko véitoskirja tai lisensiaatin tutkimuksen
pohjalta tehty lyhyt artikkeli. Tutkimuksen eturintamaan péaisy ja sielld pysyminen on
entistd vaikeampaa. Jopa "matemaattisten tieteiden ylvas pyramidi" Lagrange (1736—
1813) osoitti vasymisen merkkeja ollessaan vain 45 vuoden ikdinen. Erddssa kirjees-
sdadn hin totesi: "Alan tuntea, kuinka haluttomuuteni véhitellen lisdéntyy, enkd tieda
tulenko harrastamaan matematiikkaa viela kymmenen vuoden kuluttua. Minusta tun-
tuu, ettd kaivos on jo liian syvi ja ellei uusia suonia 1oydetd, se on hylattava". Dep-
ressiokausi meni kuitenkin ohi, ja hinelld oli edessddn vielda 20 kunniantayteistid vuot-
ta matematiikan tutkimuksessa. Lagrange oli myos ensimmaéinen esimerkki siitd eri-
koistumisesta, joka on nykyisin vélttdméatontd matemaattisessa tutkimustydssa.

Aikoinaan epadiltiin, ettd kun matematiikan tutkimus jakaantuu yhd useammaksi
haaraksi ja spesialisoituu (Mathematical Reviews sisiltdd yli 3000 kategoriaa), niin
sen voima vihitellen ehtyy. Kaivos on kuitenkin pysynyt tuottoisana, useat suonet

ovat yhdistyneet jilleen tai ainakin niitd yhdistavia kaytavia on syntynyt. Matematii-



kan historiassa on lukuisia esimerkkeja siitd, miten elvyttivd vaikutus eri tutkimus-
alojen vuorovaikutuksella on ollut. Tamén paivin matematiikan opiskelijalle on itses-
tddn selvda, ettd esimerkiksi suoralla, tasolla ja ympyrélld on algebrallinen vastine:
niiden yhtilo. Kuitenkin 1600-luvun algebran soveltaminen geometriaan ts. analyytti-
sen geometrian luominen oli keksintd, joka mullisti matematiikan tutkimuksen. Des-
cartes (1596—-1650) kertoo itse, ettd hidnelle oli unessa paljastettu maaginen avain,
joka aukaisisi luonnon aarreaitan ja antaisi hdnen haltuunsa kaikkien tieteiden todelli-
sen perustan. Han ymmarsi keksintonsd merkityksen ja sanoi, ettd hian oli ylittinyt
kaiken héintd edeltdneen geometrian samassa suhteessa kuin Ciceron retoriikka ylittaa
aakkoset. Descartes'in oppeja pidettiin niin tulenarkoina, ettd Ranskan hallitus kielsi
virallisen juhlapuheen pitimisen hdnen haudallaan.

Descartes'in ajatusta, ettd probleema voitaisiin tutkia muuntamalla se ensin jonkin
toisen matematiikan alan kysymykseksi, on sovellettu myohemmin usein matematii-
kan tutkimuksessa. Kurt Godelin (1906—1978) matemaattisia teorioita koskevat mai-
neikkaat epatdaydellisyys- ja ristiriidattomuustulokset perustuvat ns. aritmetisointipe-
riaatteeseen. Han koodasi metateoriaa koskevat, luonnollisella kielella esitetyt viit-
teet lukuja koskeviksi predikaateiksi eli relaatioiksi, jolloin ne oli mahdollista esittda
aksiomaattisen lukuteorian formaaleina ilmaisuina. Godelin nerokkailla tutkimuksilla
on ollut uraauurtava vaikutus matematiikan perusteiden tutkimuksessa.

Tuoreena esimerkkind matematiikan tutkimusta elvyttineista tekijoistd voidaan to-
deta, ettd voimakas tekninen kehitys, erityisesti tietotekniikan kehitys ja sen kdyton
nopea yleistyminen, on asettanut matemaattiselle tutkimukselle aivan uusia haasteita

ja avannut uusia kaytavia esimerkiksi tiedonsiirron ja -suojauksen alueella.

MATEMATIIKAN LAITOKSEN HISTORIASTA JA NYKYPAIVASTA

Verrattuna matematiikan monituhatvuotiseen historiaan matematiikan laitoksen

historia on lyhyt. Laitos aloitti toimintansa kuitenkin yliopiston ensimmaisten laitos-




ten joukossa syksylld 1959. Ensimmadisen lukuvuoden toimintakertomus on lakoni-
nen: "Laitoksen esimiehend on toiminut vt. prof. FT Tauno Salenius. Assistentteina
ovat olleet FK Pertti Hyyrynen ja FK Rauno Anttila. Laitoksen kirjastoon on hankittu
noin 250 teosta, ja sinne on tullut 52 kausijulkaisua. Lisdksi on hankittu erdiden kau-
sijulkaisujen vanhoja vuosikertoja".

Professorin virka, jota Salenius hoiti ensimmaisen lukuvuoden ajan, oli perustamis-
jarjestyksessd ensimméinen Oulun yliopiston viroista. Toisen lukuvuoden ajan virkaa
hoiti sen ensimmadinen vakinainen haltija FT OIlli Tammi, joka sai nimityksen
25.3.1960. Samana pdivand nimitettiin Olli Poyry arkkitehtuurin professoriksi. He
olivat ensimmaiset nimitetyt professorit Oulun yliopistossa. Yliopistomme taival sai
ndin kauniin alun. Ovathan matematiikka ja arkkitehtuuri erditi kulttuurimme kulma-
kivia.

Olli Tammen siirryttyd Helsingin yliopistoon ensimmaiisen professorin viran hoita-
jaksi tuli yli kahden vuoden ajaksi FT Klaus Vala, joka ennen Helsinkiin 1dht6a ehti
hoitaa myds toista, vuoden 1964 alussa perustettua professorin virkaa. Matematiikan
laitoksella pitkdn paivatyon tehnyt Yrjo Kilpi nimitettiin ensimméiseen virkaan
4.10.1963. Toisen viran nykyinen ja ainoa vakinainen haltija on Heikki Haahti, joka
ennen 29.4.1966 tapahtunutta nimitystddn oli jo hoitanut tdtd virkaa syksystd 1964
lahtien Valan jédlkeen. Kolmanteen matematiikan professorin virkaan nimitettiin
5.6.1971 kutsusta Helsingin yliopiston tietojenkasittelyn apulaisprofessori Paavo Tu-
rakainen.

Edelld mainitusta toimintakertomuksesta ei ilmene, ettd laitoksella oli tuolloin myds
apulaisprofessorin virka. Sen ensimméinen hoitaja, Tapio Klemola, toimii nykyisin
Kanadassa. Muista ensimmadisen lukuvuoden opettajista Salenius siirtyi Helsingin
yliopistoon, Anttila ja Hyyrynen toimivat edelleen omassa yliopistossamme.

Kolmatta lukuvuotta koskeva kertomus on jo ldhes kahden sivun mittainen ja siitd

kay ilmi, ettd laitos toimi vuokratiloissa osoitteessa Pakkahuoneenkatu 13, missd sen

kaytossa oli nelja huonetta, keittid, palvelijan huone, kylpyhuone sekd WC. Palvelijaa

laitoksella ei kuitenkaan ollut, puhumattakaan kanslistin virasta, joka saatiin vasta



syksylla 1973. Tatd virkaa on alusta asti uskollisesti hoitanut Sirkka Ollikainen.

Muutto Kansallis-Osake-Pankin tiloihin osoitteeseen Kirkkokatu 6 tapahtui vuoden

1962 alussa. Tarkeimmat opetuspaikat olivat Aleksanterinkatu 6:ssa sijainnut puu-

lammitteinen sali ja Kansan Tahdon juhlasali. Symbolit virtasivat myos Pelastusar-

meijan kokoushuoneessa.

Linnanmaalle matematiikan laitos muutti vuoden 1973 lopussa. Professoreilla ja
apulaisprofessoreilla on oma tyohuone, mutta muutoin useissa huoneissa on 2-4 opet-
tajaa. Opetushenkilokuntaan kuuluu professorikunnan liséksi tilla hetkelld kaksi yli-
assistenttia, kymmenen assisstenttia, lehtori ja tuntiopettajia. Apulaisprofessorit ovat
nimittimisjarjestyksessda Keijo Vaandnen 1.8.1974, Seppo Heikkild 1.2.1977 ja Vesa
Mustonen 1.2.1977. Heistéd jokainen on saanut koulutuksensa ja viitellyt Oulun yli-
opistossa. Ainoan lehtorin viran haltija on FT Markku Niemenmaa. Huomattavan
suuri osa opetuksesta joudutaan hoitamaan tuntiopetusméirarahan turvin. Laitoksen

harras toive on, ettd tarkoitukseen saataisiin uusia opetusvirkoja.

SUORITETUT TUTKINNOT JA NYKYINEN KOULUTUS

Ennen tutkintouudistusta LuK-tutkinto oli erittdin suosittu. Kun tuhannes luonnon-
tieteiden kandidaatti valmistui matematiikassa vuoden 1981 alkupuolella, niin siithen
mennessd suoritettujen FK-tutkintojen méaara oli noin 140. Yhteensa yli 1700 opiske-
lijaa on suorittanut vanhanmuotoisen cum laude approbatur-oppiméairdn matematii-
kassa. Heistd ldhes 1200 valmistui luonnontieteiden kandidaatiksi matematiikka paa-
aineenaan. Ensimmadiset 500 cl-oppiméadraa suoritettiin ennen vuoden 1970 loppua,
seuraavat 500 ennen vuoden 1976 loppua, ja 1500:s cum laude valmistui kevéalla
1982. Valitettavasti LuK-tutkinto siirtyi historiaan tutkinnonuudistuksessa. Valmistu-
neiden filosofian kandidaattien madra matematiikassa on noin 340. Keskiméérdinen
FK-tutkintojen méaara 80-luvulla oli vuotta kohti 22. Lisensiaatin tutkintoja on suori-

tettu noin 40 ja vaitoskirjoja on hyviksytty noin 14 kappaletta.



Uudessa tutkintojirjestelmissd matematiikan laitos vastaa seuraavien suuntautu-

misvaihtoehtojen opetuksesta:

1. matematiikan suuntautumisvathtoehto;
2. matematiikan ja tietotekniikan suuntautumisvaihtoehto;

3. aineenopettajan suuntautumisvaihtoehto.

Naistd ensimmadinen on tarkoitettu lahinna tutkimustehtiviin aikoville. Toisen opetus-
ta on annettu vasta parin vuoden ajan ja sen kehittiminen on vield kesken. Aineen-
opettajan linja on valtakunnallisestikin arvioituna ongelmallinen, koska sen opiskeli-
jakiintioitd e1 ole saatu tdyteen. Kaikki yliopistot huomioiden sithen saadaan vain
noin puolet kokonaiskiintiostd. Sama ongelma joko heikompana tai voimakkaampana
koskee jokaista matemaattis-luonnontieteellistd ainetta. Muihin yliopistothin verrat-
tuna Oulun tilanne matematiikassa on hyva. Erityisesti viime kevadn valinta oli toi-
veita herittiva, silld aineenopettajan linjalle hyviksyttiin 27 opiskelijaa.

Koska matematiikan laitos antaa paljon opetusta myos muiden koulutusohjelmien
tai nithin siirtyville opiskelijoille, valmistuneiden tutkintojen madra ei anna oikeata
kuvaa opintosuoritusten kokonaismaéristi. Padaaineopiskelijoiden osuus suoritetuista

opintoviikoista oli 80-luvulla alle 40 prosenttia.

MATEMATIIKAN LAITOKSEN TUTKIMUSALAT

Tutkimuskohteiden selostaminen maallikolle, joka ei tunne peruskasitteitd eika
omaa riittdvid esitietoja, on pulmallista ja johtaa helposti vaarinkésityksiin. Seuraa-
vassa on tdméin vuoksi pdadytty ratkaisuun, jossa laitoksella edustettuina olevista ma-
tematiikan aloista yritetddn antaa yleiskuvaus ja valottaa my0s niiden historiaa. Taten
el puututa niihin erikoiskysymyksiin, joita laitoksella tdlld hetkelld tutkitaan. Asiasta
kiinnostunut lukija 16ytda niitd koskevan selostuksen yliopiston toimintakertomukses-

ta. Jos hédn tdmin jilkeen ihmettelee, miksi niin moni matematiikan alue on edustet-



tuna, hin voi etsid vastausta joukko-opin perustajan Georg Cantorin toteamuksesta:
"Matematiikan sielu on sen vapaus". Tutkimusalojen esittelyn laatijat on mainittu
sulkeissa otsakkeiden jalkeen.

Tutkimustulokset on julkaistu ldhes poikkeuksetta kansainvélisissd kausijulkaisuis-
sa, ja tuloksia on esitelty myos kansainvilisissd kongresseissa, joista useissa karsinta
on voimakasta. Tdmén lisdksi yhteyksid muiden maiden tutkijoihin on luotu ja pidetty
ylla vierailijoita kutsumalla ja omilla vierailuilla siina laajuudessa kuin pienet maara-
rahat ovat sallineet. Viime vuosien julkaisutuotannossa on useita esimerkkejd hedel-
mallisesta yhteisty0std ulkomaisten tutkijoiden kanssa.

Differentiaaligeometrian isdhahmo Oulussa on professori Heikki Haahti, jonka
geometrisiin mallethin moni lienee torménnyt Linnanmaan vanhan osan aulassa. Dif-
ferentiaaliyhtidloiden teorian tutkimus Oulussa virisi hidnen ja akateemikko Rolf Ne-
vanlinnan esittimistid kysymyksistd. Funktioanalyysin tie Ouluun kulki Turun ja Hel-
singin kautta Yrjo Kilven ja Klaus Valan mukana. Lukuteorian tutkimuksen yliopis-
toomme toi Seppo Hyyr0, joka on Turun yliopiston lukuteorian koulukunnan perusta-
jan Kustaa Inkerin oppilas ja toimii tilld hetkella matematiikan professorina Tampe-
reen yliopistossa. Kevdidn 1989 promootiossa luonnontieteellisen tiedekunnan kun-
niatohtoriksi vihitty Turun yliopiston professori Arto Salomaa on teoreettiseen tieto-
jenkasittelyoppiin (theoretical computer science) kuuluvan automaattien, formaalien
kielten ja mekaanisen laskettavuuden teorian uranuurtaja Suomessa. Ouluun ala saa-

pui Salomaan ensimmadisena vditelleen oppilaan Paavo Turakaisen mukana.

Automaatit, formaalit kielet ja laskettavuus (Paavo Turakainen)

Tama diskreettiin matematiikkaan kuuluva tutkimusalue on osa teoreettista tieto-
jenkisittelyoppia ja matemaattista logiikkaa. Sen varsinaisena syntyméhetkend voi-

daan pitdd vuotta 1936, jolloin englantilainen matemaatikko Alan Turing ana-



lysoidessaan mekaanisen laskemisen késitettd maéaritteli matemaattisen koneen, jota
nykyisin nimitetddn Turing-koneeksi ja joka on eri automaattityypeistd méairittelyl-
tdan yleisin. Toisen maailmansodan aikana koneesta oli arvaamatonta hyotya liittou-
tuneille, silld Turing kehitti ideansa pohjalta menetelmaén, jolla hdn pystyi murtamaan
Saksan sotilasjohdon Enigma-koneella salakirjoitetut viestit.

Turing-kone on reaalisen tietokoneen matemaattinen malli. Tehtéva, jota ei voi rat-
kaista sen avulla, on mahdoton myos tietokoneelle olipa se kuinka super tahansa.
Tama mahdollistaa algoritmisen laskettavuuden rajojen tutkimuksen. On olemassa
yllattdvin yksinkertaisen ndkoisid kysymyksid, joiden ratkaisemiseen ei koskaan ole
mahdollista konstruoida algoritmia, ts. darellistd ratkaisumenetelmdi. Sanomme, etta
tallaiset kysymykset ovat algoritmisesti ratkeamattomia.

Turingin tuloksista tietaméaton tunnettu tietokonejitti rahoitti vuosia sitten projektin
sellaisen algoritmin 16ytdmiseksi, jolla annetusta tietokoneohjelmasta voitaisiin aina
ratkaista, joutuuko kone sitd suorittaessaan ikuiseen silmukkaan. Kysymys oli tietysti
tarked, mutta projekti oli etukiteen tuomittu epdonnistumaan yleisessd muodossaan,
koska Turing-koneen pysdhtymisprobleema on algoritmisesti ratkeamaton.

Turing-koneen kisitteelle perustuva laskettavuuden teoria eldd voimakasta kautta.
Tietdmys siitd, mikd on algoritmisesti ratkaistavissa ja mika ei, tulee koko ajan yha
tarkemmaksi. Mainittakoon vield esimerkki klassiseen matematiikkaan suuntautuvas-
ta sovelluksesta. Pariisin kansainvilisessi matemaatikkokongressissa vuonna 1900
David Hilbert esitti matemaatikkojen pohdittavaksi 23 probleemaa, joista kymme-
nennessd hdn kehotti etsimdén algoritmia, jolla annetusta kokonaislukukertoimisesta
polynomiyhtdldstd voitaisiin aina paételld, onko silld ratkaisua, jossa kaikkien muut-
tujien arvot olisivat kokonaislukuja. Probleema selvisi vasta 1970-luvun alussa.
Osoittautui, ettei haluttua algoritmia voida koskaan konstruoida, ts. sitd ei voi olla
olemassa.

Turing-konetta rajoitetummilla automaateilla ja niiden hyvidksymilld formaaleilla
kielilla on sovellutuksia ohjelmointikielten ja kddntdjien teoriassa. Useiden ohjel-

mointikielten kuten Fortranin ja Pascalin monet syntaksiluokat ovat ns. saannollisia



tai context-free kielid, jotka voidaan spesifioida dérellisten automaattien ja pinoauto-
maattien avulla. Téastd johtuen kyseisid automaatteja voidaan kayttdd jasentdjien ja
kaantdjien konstruoinnissa. Yhdysvalloissa Bellin laboratorioissa tydskentelevé tieto-
kone-ekspertti professori Alfred Aho onkin sanonut, ettd automaattien ja formaalien
kielten teoria on tietojenkasittelyopin kukka, jonka terdlehtid ovat ohjelmointikielet,
kaantajat ja laskettavuuden teoria.

Esimerkkind tutkimusalan uusista sovellutuksista voidaan mainita tietotekniikan
kayton nopean yleistymisen myotd syntynyt polttava tiedon suojaamisen ongelma.
Salakirjoitusta harrastettiin jo 4000 vuotta sitten, mutta menetelmat olivat alkeellisia.
Viime vuosina on kehitetty mm. automaatteihin pohjautuvia menetelmid, joissa tieto
kryptataan sellaiseen muotoon, ettdi sen murtaminen selvikieliseksi on Turing-
laskettavuuden ongelmana riittdvan kompleksinen.

Alan tutkimus matematiikan laitoksella keskittyy algoritmisen ratkeavuuden teori-
aan ja algebralliseen kieliteoriaan. Yhteistyotd on tehty mm. Lillen (Ranska) ja Gun-

man (Japani) yliopistojen kanssa.

Differentiaaligeometria (Heikki Haahti)

Differentiaaligeometriassa tutkitaan yleisid geometrisia objekteja, alun perin 1dhin-
nd differentiaalilaskennan avulla. Alkunsa se sai yhtadltd ikivanhasta jo Eukleideen
esittimistd kysymyksestd, koulusta tutun ns. paralleeliaksiomin todistettavuudesta,
toisen virikkeen tullessa kdytannon kentédltd Gaussin saadessa tehtivikseen Hannove-
rin ja Tanskan toimeenpanemien maanmittaustdiden tieteellisen johtamisen vuosina
1821-1848. Nama varsin erilaiset ldhtokohdat johtivat kumpikin epaeuklidisen geo-
metrian keksimiseen 1800-luvun alkupuolella, missa yhteydessd Gauss loi differenti-
aalilaskentaan perustuvan pohjan laajemmalle pintojen geometrialle. Gaussin metodi
osoittautui sittemmin antoisaksi niiden moniulotteisten "kaarevien maailmoiden" 10y-

tadmisessd, joista tarkein osa kantaa Gaussin oppilaan Bernhard Riemannin nimea.
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1900-luvun alkuun saakka oli alan tutkimuksessa kysymys enimmaikseen geometri-
asta geometrian vuoksi, oudosta "todellisuudelle" vieraasta matemaatikoiden puuhas-
ta, joskin geodesian ohella joitakin sovellutuksia konkreettisiin kohteisiin oli esiinty-
nyt. Vuosi 1915 merkitsi tdssd suhteessa yllattavda kadnnettd Einsteinin loytdessa
mallin fysikaaliselle universumillemme Riemannin geometrian piiristd: Oli syntynyt
yleinen suhteellisuusteoria. Se merkitsi mm. olevaisuutemme perusteiden ymmarta-
myksen huomattavaa syvenemistid. Tuskin on yllattivaa, ettd tidssd edistys tapahtui
aistifysiologiaamme kytketyn havainnollisuuden kustannuksella.

Erityisen voimakas on differentiaaligeometrian kehitys ollut sittemmin 1950-60-
luvuilta ldhtien tdhdn pdivddn saakka, jatkuen edelleen. Analyysin, erityisesti ns.
funktioanalyysin ja funktioteorian lisdksi tutkimuksessa kiytetdan nykyisin monen
muun matematiikan alan menetelmid. Er1 matematiikan aloja yhdistivédna ja niiden
hallintaa edellyttdvana areenana on alan kiinnostavuus ja merkitys entisestddn kasva-
nut mutta sen omaksuminen my0s vaikeutunut.

Myos sovellutuksia on ilmaantunut kasvava maiard, osittain edelleen arvaamatto-
malla tavalla. Kun esim. vield 50- ja 60-luvuilla tutkimuksen kérjessa esitetyt uudet
teoriat jopa matemaatikoidenkin silmin ndyttivit monesti epdilyttivan abstrakteilta ja
spekulatiivisilta, fyysikoiden késityksistd puhumattakaan, oli ndiden ns. sdieviuhko-
jen kaarevuusteorian 1970-luvulla havaittu suora sovellettavuus mikropartikkelien
fysikaaliseen maailmaan keksintd, joka sai jélleen kerran enimmaét asiantuntijat
himmaéstelemiin - Einsteinin tapaan - ihmisen onnistuneimpien subjektiivisten aivo-
luomusten ja ulkopuolisen luonnon pitkélle ulottuvaa rakenneyhtéldisyytta.

Péinvastoin kuin esim. kideteoriassa, jossa molekyylien mikrorakenteesta voidaan
ennakkoon péadtella suurten kiteisten ainelohkareiden makromuoto, on koko univer-
sumin ongelma vield tdssd suhteessa avoin: kvanttiteorian antamasta aineen mikrora-
kenteesta e1 esim. seuraa, ettd kivi putoaa maahan, vaan gravitaatioilmio selittyy tois-
taiseksi erilliselld suhteellisuusteorian antamalla makromallilla. Itse Einstein pohti n.
vuodesta 1920 ldhtien koko loppueldménséd tihdn kysymykseen kytkeytyvaa yhte-

ndistd kenttiteoriaansa lathoin tuloksin. Lupaavampia yrityksia on tehty 80-luvulla
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uusimman differentiaaligeometrian avulla, lopullista vastausta kuitenkaan tavoitta-
matta.

Voikin olla hyvéa jaahdyttaa tieteen joskus omahyviistd euforiaa viittaamalla mah-
dollisuuteen, ettd olemme sen avulla paisseet vasta raaputtamaan vihin olevaisuuden
pintaa, varsinaisen kulttuurimme kasvun ollessa vield edessidpdin. Tahdan ndkemyk-
seen johtaa mm. se, ettd pisimmallekin padsseessd luonnontieteessa, joksi syysti voi-
taneen katsoa teoreettinen fysiikka, kaivataan uusia kdanteentekevid oivalluksia, niin

fysikaalisia kuin my0s tassa tapauksessa matemaattisia.

Epilineaarinen funktioanalyysi ja sen sovellutukset (Seppo Heikkild ja Vesa Musto-

nen)

Monien havaintomaailmamme ilmidissé esiintyvien sddnnonmukaisuuksien kuvaami-
seen, selittdmiseen ja ennustamiseen voidaan kayttdd tehokkaasti matemaattisia mal-
leja. Edellytyksend on tutkittavan ilmion selittdvien ja selitettdvien ominaisuuksien
niin tdsméallinen muotoilu, ettd niitd voidaan asettaa vastaamaan jonkin matemaattisen
jarjestelmédn symbolit, ns. muuttujat. Valittujen muuttujien véilisten, tutkittavan on-
gelman kannalta oleellisten riippuvaisuuksien madrdaminen johtaa usein differentiaa-
li- ja integraaliyhtédl6ihin tai epdyhtaldihin. Reunaehdot, joiden vallitessa ndma riip-
puvuudet ovat voimassa, takaavat suotuisassa tapauksessa sen, ettd kyseiset yhtalot
voidaan ratkaista, tai mahdollisille ratkaisuille 16ydetdén liki- tai ddriarvoja sopivasti
valitussa funktioavaruudessa.

Aaltoyhtdld, lampoyhtélo, ja Laplace-yhtdlo ovat esimerkkeja lineaaristen osittais-
differentiaaliyhtiloiden perustyypeistd, joita sovelletaan monien fysiikan piiriin kuu-
luvien ilmididen mallintamiseen. Yhtdloiden lineaarisuus helpottaa ratkaisemista,
mutta samalla rajoittaa niiden sovellutusaluetta. Tarkemman mallin konstruoiminen
johtaa epilineaarisiin yhtdloihin.

Epilineaarinen funktionaalianalyysi on tdméan vuosisadan kuluessa kehitetty mate-

maattinen teoria, joka tarjoaa yhtendiset puitteet epélineaaristen yhtiloiden ja epayh-
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taloiden ratkaisemiselle ja/tai ratkaisujen ominaisuuksien tutkimiselle. Monet epa-
lineaarisen funktionaalianalyysin keskeiset tulokset ovatkin yleistyksia differentiaali-
ja integraaliyhtédloiden teoriassa johdetuista tuloksista. Ndiden yleistysten etuna on se,
ettd nithin on seuloutunut oleellisin osa mité erilaisimpien kdytdnnon ongelmia vas-
taavien matemaattisten mallien sisdltiméstd informaatiosta. Naiden yleistyksid voi-
daan soveltaa my0s uudentyyppisiin yhtiloihin ja epayhtidloithin (mm funktionaaliset
ja stokastiset differentiaali- ja integraaliyhtdlot), jotka soveltuvat entisti paremmin
matemaattiseen mallintamiseen.

Epilineaarista funktionaalianalyysid sovelletaan differentiaali- tai integraaliyhtilon
ratkaisemiseen muuntamalla se operaattoriyhtidloksi sopivassa abstraktissa avaruu-
dessa. Kyseinen avaruus on usein ddretonulotteinen, jolloin saadun operaattoriyhtalon
ratkaisuun voidaan kdyttad esim. Galerkinin menetelmii. Siind avaruutta approksi-
moidaan jonolla dérellisulotteisia avaruuksia, joissa operaattoriyhtdld voidaan ratkais-
ta. Toinen mahdollisuus on topologisen asteteorian soveltaminen, joka antaa tietoa
yhtdlon ratkaisujoukon rakenteesta ja ratkaisujen sijainnista.

Jos operaattoriyhtédld on ns. kiintopisteyhtilo, saadaan sen ratkaisut eli kiintopisteet
usein sopivasti médriteltyjen iteraatiojonojen raja-arvoina. Banachin kontraktioku-
vausteoreema on ehki tunnetuin talld menetelmaill todistettu kiintopistelause. Iteraa-
tiojonon suppeneminen kohti kiintopistettd edellyttaa kuitenkin tarkasteltavalta ope-
raattorilta jonkin tyyppistd jatkuvuutta. Kayttamalld hyvéksi ns. transfiniitteja jonoja
saadaan kiintopistelauseita, jotka soveltuvat myos epdjatkuvia termejé sisdltavien lau-
seiden ratkaisemiseen.

Laitoksen tutkijoilla on ollut yhteisty6td mm. Belgian, DDR:n, Englannin, Lénsi-

Saksan, Skotlannin, Tsekkoslovakian ja USA:n tutkijoiden kanssa.

Lukuteoria (Keijo Vadninen)
Lukuteoria on kokonaislukujen tarkastelusta kasvanut vanha ja laaja matematiikan
osa-alue. Seuraavassa kuvaillaan lyhyesti muutamien kysymysten avulla titd aihepii-

rid. Merkittavai on, ettd kiaytdnnon ongelmista alkanut hyvin teoreettiseksi koettu tie-
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teenala on tietotekniikan edistymisen myotd jélleen osoittamassa soveltuvuuttaan
myo0s kaytantoon.

Laskemisen taito on erds inhimillisen toiminnan perusteista. Téstd johtuen matema-
titkan kehitys on saanut voimakkaita vaikutteita lukuteoriasta, erityisesti positiivisten
kokonaislukujen ominaisuuksien tarkastelusta. Jo 2-300 vuotta sitten oli selvitetty
laajasti tdhan aihepiiriin kuuluvia kysymyksia. Téarkedlld sijalla ovat ns. alkuluvut 2,
3,5,7, ..., joita ei voida esittdd pienempien lukujen tulona. Ndma ovat kokonaisluku-
jen rakennusosia siind mielessd, ettd muut luvut voidaan lausua niiden tuloina. Eréds
viehattdvimpid lukuteoriaan liittyvid piirteitd on se, ettd vield nykyisinkin 16ydetdan
jatkuvasti uusia, ennalta arvaamattomia sovellutuksia asioille, joita on selvitetty vuo-
sisatoja. Niinpd alkulukuihinkin liittyen on koko ajan kdynnissid tutkimustoimintaa.
Erityisesti viimeisten vuosien aikana on kehitetty alkulukukriteerejd, jotka mahdollis-
tavat suurten alkulukujen 16ytdmisen. Tarve téllaiseen tyohon on syntynyt runsaat 10
vuotta sitten luodun ns. RSA-salakirjoitusmenetelmin mydté, jonka perustana on yk-
sinkertainen kokonaislukujen ominaisuuksiin liittyvd Euler-Fermat'n lause. Tdméan
nykyisin laajassa kdytossd olevan jirjestelméin toiminta edellyttdd kykya konstruoida
suuria alkulukuja. Tiedon salaamisen ohella myds sen siirtoon liittyvissd kysymyksis-
sd, esimerkiksi virheitd korjaavien koodien teoriassa, lukuteorialla on tarkea osuus.

Varhaisimmilla matemaattisilla tarkasteluilla oli usein geometrinen tausta. Niinpa
Diophantoksen yhtilén x> + y* = z” ratkaiseminen, ts. yhtilon toteuttavien kokonais-
lukujen x, y, z midrdaminen, vastaa sellaisten suorakulmaisten kolmioiden 16ytdmis-
td, joiden sivuilla on kokonaislukupituudet. Esimerkkina tillaisista ns. Pythagoraan
luvuista ovat 3, 4, 5 (3° + 4> = 5%). Jos edelld luku 2 korvataan sitd suuremmalla ko-
konaisluvulla n, padstddn Diophantoksen yhtdloon x" + y" = z". Fermat oli kirjoittanut
1600- luvun alkupuolella tarkastelemansa lukuteorian kirjan marginaaliin keksineen-
sd "thmeellisen todistuksen" sille, ettd tdlld yhtdlolld ei ole sellaista ratkaisua, missa
tulo xyz olisi nollasta eridvd. Hén toteaa todistuksensa kuitenkin olevan niin pitkén,
ettei se sovi kirjan marginaaliin. Vuosisataisista ponnistuksista huolimatta tima ns.

Fermat'n otaksuma on edelleen todistamatta. Vajaat 10 vuotta sitten saksalainen Fal-
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tings osoitti, ettd mikédli ratkaisuja on olemassa jollakin arvolla n, niin niiden luku-
madrd on ddrellinen. Fermat'n otaksuman suuri merkitys on luonnollisesti siind, ettd
sen ratkaisuyritykset ovat johtaneet useiden matematiikan alojen merkittivain edis-
tymiseen. Se kuvaa hyvin myos sitd lukuteorialle tyypillistd asiaa, ettd hyvin yksin-
kertaisin kdsittein voidaan asettaa tavattoman vaikeita kysymyksia.

Vaikea oli entisille kreikkalaisille myos kysymys ympyrdn nelidimisestd viivotti-
men ja harpin avulla. Tehtdvan vaikeus ei ole ithmeteltdvaa, silli sen mahdottomuus
seuraa runsaat sata vuotta sitten osoitetusta luvun n transkendenttisuudesta. Aihe liit-
tyy laheisesti lukujen approksimoimiseen rationaaliluvuilla eli ns. Diophantoksen ap-
proksimaatioiden teoriaan. Matematiikan laitoksen lukuteoriaan kohdistuva tutkimus-
ty0 tapahtuu péddasiallisesti talld osa-alueella, jolle on tyypillistd se, ettd kiytettavit
menetelmét perustuvat merkittivaltd osalta esim. funktioteoriaan ja differentiaaliyhta-
l6iden teoriaan. Ndin lukuteoria, joka on antanut sysdyksen hyvin monien matematii-
kan alueiden kehitykselle, vuorostaan kayttda hyviksi taimén kehityksen tuloksia.

Laitoksen tutkijat ovat viime vuosina tehneet yhteisty6td mm. Kiinan tiedeakatemi-

an ja saksalaisten Freiburgin ja Kolnin yliopistojen tutkijoiden kanssa.

Ryhmateoria ja muut algebralliset rakenteet (Jorma Arhippainen ja Markku Niemen-

maa)

Vuonna 1977 The New York Times omisti puoli sivua dérellisten ryhmien teorialle.
Artikkelissa késiteltiin dérellisten yksinkertaisten ryhmien teoriaa ja arveltiin, ettad
niiden lopullinen luokittelu saadaan muutaman ldhivuoden aikana valmiiksi. Ryhma-
teoreetikot saattoivatkin ilmoittaa kesilla 1980, ettda kyseinen luokittelu on valmis.

Yksinkertaisen ryhmén késite on perdisin ranskalaiselta matemaatikolta Evariste
Galois'lta noin vuodelta 1830. Yksi Galois'n paituloksista oli se, ettd polynomiyhtalo
ratkeaa perakkaiisilld juurtenotoilla tismélleen silloin, kun sen Galois'n ryhma on rat-
keava. Airellisten ryhmien teoria oli pitké4in vain yhtildiden ratkaisemisen apuviline.

Vasta viime vuosisadan lopulla abstraktit ryhmét nousivat pddosaan. Talloin havait-
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tiin, ettd yksinkertaiset ryhmait ovat teorian keskeisid rakennuspaloja, ja paadyttiin
niitd koskevaan luokitteluongelmaan.

Koska ryhmit erddssd mielessd mittaavat symmetriaa, niin ryhméteoriaa voidaan
kayttad hyviksi geometrian ja algebrallisten struktuureiden tutkimisessa. Esimerkiksi
Rubikin kuutioon liittyy ryhmd, jonka alkioiden lukumérd on 227 * 3'* * 53 * 72 ],

Algebrallisiin rakenteisiin voidaan liittdd ns. topologia, jolloin saadaan topologinen
algebra jne. Topologisten algebrojen tutkiminen on virallisesti luokiteltu funktio-
analyysin piiriin kuuluvaksi, mutta myds topologialla ja kompleksianalyysilld on tér-
kea merkitys. Topologisten algebrojen kasite on suhteellisen uusi, vaikka eriitd eri-
koistapauksia, kuten normialgebroja ja Banach-algebroja, on tarkasteltu jo aikaisem-
min. Banach-algebrojen tutkimuksen uranuurtaja on neuvostoliittolainen matemaa-
tikko Israel Gelfand, joka aloitti normialgebroja koskevat tutkimuksensa 1930-
luvulla.

Matematiikan laitoksen tutkimus tilld alueella keskittyy topologisten algebrojen
esitysteorioihin ja ideaalirakenteen kuvaamiseen sekd ryhmaéteorian soveltamiseen
muihin algebrallisiin struktuureihin. Yhteisty6td on tehty erityisesti Dortmundin, Pra-

han ja Tarton yliopistojen kanssa.

4. JA' 5. VUOSIKYMMEN (Keijo Vadninen)

RAKENTEIDEN MUUTOKSIA, KOULUTUKSEN KEHITTAMISTA JA
SUKUPOLVENVAIHDOS

Neljannelle vuosikymmenelle siirryttdessd vanhimmat laitoksen pitkaaikaisista

tyontekijoistd tulivat elakeikddan. Ensimmadisend jai elakkeelle vuoden 1990 alkaessa
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Y16 Kilpi, joka oli johtanut laitosta ldhes neljdnnesvuosisadan (1964-1987). Seuraa-
vana vuonna eldkkeelle siirtyi laitosta sen alkuvuosista ldhtien palvellut kanslisti
Sirkka Ollikainen. Kesélla 1993 vapautui seuraava matematiikan professuurt Heikki
Haahden saavutettua eldkeidn. Han tydskenteli laitoksella persoonallisen varikkailla
tavallaan kolme vuosikymmentd. Syksylld 1994 laitoksen ensimméiinen assistentti
vuonna 1959 aloittanut ja sen jidlkeen lukuisia opetustehtivid hoitanut FL Pertti Hyy-
rynen tuli eldkeikadn. Hyyrynen vastasi kauan myds laitoksen kirjastosta ja nykyisin
amanuenssille kuuluvista tehtavistd. Kilveltd vapautuneeseen virkaan valittiin FT
Lassi Pdivérinta, joka aloitti tyonsé laitoksella vuoden 1992 alussa. Sen sijaan mate-
matiikka menetti Haahdelta jadneen professuurin, jonka resurssi siirrettiin teknilliseen
tiedekuntaan ja kaytettiin muihin tarkoituksiin. Tilalle matematiikan laitos sai sovel-
letun matematiikan professorin viran Jukka Sarasen siirtyessa teknillisen tiedekunnan
matematiikan jaoksesta laitoksellemme syyslukukauden 1993 alussa.

Tiedekunnan laitosrakenteiden uudistuksen yhteydessd matematiikan laitos seka
sovelletun matematiikan ja tilastotieteen laitos yhdistettiin matemaattisten tieteiden
laitokseksi 1.8.1994 alkaen. Kun edellisend syksyné oli perustettu sovelletun mate-
matiikan linja, uuden yhdistetyn laitoksen vastuulle tuli seuraavien viiden suuntautu-
misvaihtoehdon (linjan) opetus:

- aineenopettajan linja;
- matematiikan linja;
- matematiikan ja tietotekniikan linja;

- sovelletun matematiikan linja;

tilastotieteen linja.

Opetushenkilokuntaa oli matematiikassa, sovelletussa matematiikassa ja tilastotie-
teessd seuraavasti: professoreita (2, 1, 1), apulaisprofessoreita (3, -, 1), lehtoreita (2, -
, 2), yliassistentteja (3, -, 2), assistentteja (9, 1, 2) ja lisdksi tuntiopettajia. Erityisesti
sovellettuun matematiikkaan tarvittiin lisdresursseja, joten piitettiin, ettd sovelletun
matematiikan ja tilastotieteen apulaisprofessori Juha Tienari suuntaa opetustaan so-

vellettuun matematiikkaan ja tehtiin esitys lehtoraatista, joka toteutuikin 1995, jolloin
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FT Erkki Laitinen valittiin tehtdvidn. Tilastotieteen osalta sovittiin, etti ns. matema-
tiikkatyoryhmén ehdotusten mukaisesti pyritddn perustamaan biometrian virka yhteis-
tyOssd ladketieteellisen tiedekunnan kanssa ja ekonometrian virka yhteistydssa talous-
tieteiden kanssa. Nédiden suunnitelmien etenemisti on késitelty tarkemmin Esa Laédran
laatimassa tilastotieteen osiossa. MyOs matematiikassa runsasta tuntiopettajien anta-
maa opetusta saatiin vakinaisemmalle pohjalle kahden lehtoraatin avulla, joihin valit-
tiin FT Juha Kortelainen (1990) ja FL Alli Huovinen (1995). Kun professorien vir-
kanimikkeet yhtendistettiin 1998 ja osa assitentuureista muutettiin yliassistentuureik-
si, laitoksemme opetus- ja tutkimustoimintaa oli vuosituhannen vaihdetta lahestytta-
essd tekemidssd matematiikassa, sovelletussa matematiikassa ja tilastotieteessa (5, 2,
3) professoria, (3, 1, 1) lehtoria, (6, -, 1) yliassistenttia, 9 assistenttia ja 2 padtoimista
tuntiopettajaa. Tama vastaa nykyista tilannetta lukuunottamatta sité, ettd nyt on sdis-
tosyistd tayttdmattd matematiikassa professuuri ja yliassistentuuri ja tilastotieteessa
assistentuuri. Laitoksella on lisdksi kolme kansliahenkilod, amanuenssi ja sovellus-
suunnittelija.

90-luvulla koulutustoimintaa ldhdettiin kehittdimaidn monipuolisesti. Heti vuosi-
kymmenen alussa perustettiin matematiikan ja tilastotieteen yhteinen opetuksen arvi-
ointiryhméd (myohemmin opetuksen kehittimistydryhmé), joka ohjasi toimintaa. Ta-
voitteena oli koulutuksen tehostaminen ja valmistuneiden méardn selvd lisdaminen,
johon tdhtddvia toimenpiteitd ja tuloksia tarkastellaan koulutusta kéasittelevassa osios-
sa. Tyon tuloksellisuutta kuvaa parhaiten se, ettd laitos nimettiin valtakunnalliseksi
koulutuksen laatuyksikoksi vuosiksi 1999-2003. Kunnian ja maineen ohella tima
vahvisti merkittivisti laitoksen taloutta. Itse asiassa méadrdrahojen vihyys aiheutti
ongelmia koko vuosikymmenen, jo syksylld 1994 hyviksytyssd staretgiasuunnitel-
massa todetaan, ettd "Madrdrahojen supistumisen vuoksi huomattava osa tieteellisten
lehtien tilauksista on jouduttu lakkauttamaan ja uusien kirjojen tilaaminen on karsittu
minimiin. Lisdsupistuksiin tdlld alueella ei ole mahdollisuuksia vahingoittamatta
oleellisesti opetus- ja tutkimustyon edellytyksid." Laatuyksikkdstatus merkitsi laitok-

selle 1dhes miljoonan markan vuotuista lisdtuloa, joka reilusti kaksinkertaisti ns. toi-
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mintamadrarahan. Tamén ansiosta sddstokeskustelut jaivat vihemmalle viiden vuo-
den ajaksi, mutta ovat kylld sen jdlkeen palanneet jaddakseen. Laitos pystyi tuolloin
omin varoin tukemaan jatko-opiskelijoita ja henkilokunnan tutkimustyotd edistavaa
kansainvalistd yhteistyotd. Tehty koulutuksen kehittamistyo kantoi hedelmiid myos
siind mielessd, ettd laitos oli paremmin varautunut siirryttiessd vuonna 2004 enem-
maén tulospohjaiseen rahoitusjarjestelmadn.

Uuden vuosituhannen alkuvuosina laitoksella tapahtui sukupolvenvaihdos, jonka
seurauksena matematiikan ja sovelletun matematiikan professorikunta on kokonai-
suudessaan uudistunut, osittain kahteen kertaan. Juha Tienari jai eldkkeelle lokakuus-
sa 2002 ja Seppo Heikkild vuoden 2003 alussa. Molemmat olivat aloittaneet opinton-
sa laitoksen ensimmaiselld vuosikurssilla 1959. Tienarin virka tuli hakuun sovelletun
matematiikan virkana, joka suunnattiin informaatiotekniikan tarvitsemiin matemaatti-
siin menetelmiin, ja sithen valittu FT Lasse Holmstrom aloitti tyonsa laitoksella vuo-
den 2004 alussa. Samaan aikaan aloitti myos Heikkildltd vapautuneessa matematiikan
professuurissa FT Juha Kinnunen. Syyslukukaudella 2003 inversio-ongelmien tutki-
muksen Ouluun tuonut Lassi Paivirinta kutsuttiin professoriksi Helsingin yliopiston
matematiikan laitokselle ja hinen jattiméansa virka on edelleen sddstosyistd tayttimat-
td. Seuraava matematiikan professuuri vapautui elokuun alussa 2005, kun vuodet
1988-1996 laitoksen johtajana toiminut Paavo Turakainen jii eldkkeelle. Tdhéan vir-
kaan valittu FT Peter Hasto aloitti laitoksella vuoden 2006 alussa. Luonnollisen tie-
dekunnan dekaanina vuosina 2000-2005 toimineen Vesa Mustosen jaddessd eldk-
keelle vuoden 2006 alkupuolella avautuneeseen matematiikan professuuriin valittiin
FT Mikael Lindstrom, joka tuli laitokselle vuoden 2008 alussa. Edelleen vapautuivat
sovelletun matematiikan ja matematitkan professuurit Jukka Sarasen jdadessd elak-
keelle kevailld 2006 ja Juha Kinnusen siirtyessd TKK:n matematiikan professuuriin
syyslukukaudella 2007. Naihin virkoihin valitut PhD Valeriy Serov (sovellettu ma-
tematiikka) ja FT Maarit Jarvenpad (matematiikka) ovat juuri aloittaneet tehtdvissadn.

Parhaillaan on hakuvaiheessa matematiikan professuuri, joka vapautui elokuun alussa
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vuosina 1997-2005 laitoksen johtajana toimineen Keijo Vadnisen siirtyessa eldkkeel-
le.

Myos lehtorikunnassa on tapahtunut muutoksia. Juha Kortelaisen siirtyessd tieto-
jenkasittelytieteen laitokselle vuosituhannen vaihteessa vapautuneeseen lehtoraattiin
valittiin FT Juha Berkovits, joka menehtyi vaikeaan sairauteen kesilla 2007. Laitok-
sen opetuksen kehittamistyon ja kouluyhteistydon uupumaton ja tarmokas tekija Alli
Huovinen jai elikkeelle syyslukukauden 2004 alussa ja tehtivai jatkamaan valittiin
FT Kari Myllyla. Berkovitsin jdlkeen avautuneeseen virkaan valittu FT Esa Jarven-
paa tuli tehtdvain kuluvan vuoden elokuussa.

Uusi vuosituhat toi tullessaan laitoksen eldméén vaikuttaneita uusia kdytdantojd, joi-
den perimmadisend tarkoituksena oli toiminnan tehostaminen. Heti vuosituhannen
alussa siirryttiin opetushenkilokunnan osalta kokonaistydaikaan. Kéytinnossd tima
tarkoitti sitd, ettd kullekin laadittiin vuosittain viljahko suunnitelma siitd, miten 1600
tunnin tyoaika jakaantuu opetukseen liittyviin tehtdviin, tutkimukseen ja muihin teh-
taviin. Yliopistoissa siirryttiin uuteen palkkajirjestelmian (UPJ, joka myohemmin
muuttui VPJ:ksi) vuonna 2005. Télloin luovuttiin ikidlisdjarjestelmasta ja palkka jaet-
tiin tehtdvien vaativuustason ja henkilokohtaisen suoriutumisen perusteella méérdy-
tyviin kahteen osaan. Uudistus ei sujunut taysin kitkattomasti, mutta on nyt jo vakiin-
tunut ja toimiva kdytantd. Myos laitoksen saamaa rahoitusta on muutettu véhitellen
vuodesta 2004 alkaen enemméin tulospohjaiseksi, jolloin yhd merkittdvampi osa han-
kitaan opetuksen ja tutkimuksen saavutusten perusteella. Monialaisessa tiedekunnas-
sa tamd aiheuttaa pysyvin keskustelun rahanjaon perusteista. Nahtdvaksi jdi, mitd

muutoksia vuoden 2010 alussa voimaan astuva yliopistouudistus tuo tullessaan.

KOULUTUKSESTA JA TULOKSISTA

Kuten jo edeltd kdy ilmi laitoksella kdynnistettiin vahva opetuksen kehittdmistoi-

minta -90 luvulle tultaessa. Keskeisend padmairana oli rakentaa koulutus niin, ettd se
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varustaa opiskelijat taidoilla, joilla menestyy tulevaisuuden muuttuville tyomarkki-

noilla. Tavoitteita olivat mm

opastaa ja totuttaa opiskelijat tavoitteelliseen jatkuvaan opiskeluun seka
aktivoida heidit kotitehtdavien ratkaisemiseen ja tutkivaan otteeseen opis-
kelussaan;
- lisdtd palautteen saamista ja vuorovaikutusta opiskelijan ja opettajan vilil-
14;
- liséta opiskelijoiden vélistd yhteistyoté;
- mahdollistaa opiskelijoiden ja opettajien suunnitteluyhteistyo;
- poistaa oppimisen esteitd (mm vairit asenteet ja kisitykset omista mahdol-
lisuuksista).
Kun nyt jalkikéteen tarkastelee tita tavoitelistaa voi todeta sen "ikuisen" ajankohtai-
suuden. Tyo6td ndiden tavoitteiden eteen on tehtdva jatkuvasti ja eri aikoina tarvitaan
mahdollisesti erilaisia toimenpiteitd. Tuolloin ratkaisevan tirked merkitys oli silla,
ettd opetukseen ja ohjaukseen alettiin koko henkilokunnan toimesta kiinnittida aikai-
sempaa enemmin huomiota ensimmadiisestd vuosikurssista tutkielmien ohjaukseen
saakka. Ehkd omaleimaisinta toimenpiteistd oli monipuolinen tuutoritoiminta ja yh-
teisty0 koulujen kanssa, joista keskeinen toimija Alli Huovinen on laatinut jiljempa-
nd olevan hyvin kuvauksen.

Erityisen haasteellisiksi koettiin uudet matematiikan ja tietotekniikan linja ja -93
alkanut sovelletun matematiikan linja, jotka karsivét opetushenkilokunnan vahiisyy-
destd. Oulun alueen elinkeinoeldmén ja teknillisen tiedekunnan vahvuuksiin nojaten
laitos valitsi matemaattisen tietotekniikan suunnaksi tietoliikenteen matematiikan ja
informaatiotekniikan tarvitsemat matemaattiset menetelmét on edelleen yksi laitoksen
painopistealueista. Tehty valinta oli haasteellinen ja sen ymmarrettiin edellyttivin
asiantuntemuksen lisdamistd ja myoOs tutkimuksen osittaista suuntaamista alan on-
gelmiin. Linjavalinta oli onnistunut ja siltd valmistuneita on sijoittunut merkittava
madrd informaatiotekniikan teollisuuden tehtdviin. Sovelletun matematiikan linjalla

koulutus on painottunut numeriikkaan ja optimointiin. Molempien linjojen opetustar-



21

jontaa ovat vahvistaneet ja monipuolistaneet teknillisen tiedekunnan matematiikan
jaoksen kurssit. Aineenopettajien koulutuksessa olimme vahvoja jo aikaisemminkin,
mutta kehitystyon tuloksena laitoksestamme tuli valtakunnallisesti johtava matema-
titkkan aineenopettajien kouluttaja. Erityisesti viime vuosina télld on ollut suuri mer-
kitys koko Pohjois-Suomen kannalta aineenopettajien suuren eldkkeelle siirtymisen
johdosta.

Kun -80 luvulla valmistuneita FK-tutkintoja oli keskiméaarin 22 vuodessa, vastaava
luku oli -90 luvulla 36 ja kuluvalla vuosikymmenelld 51. Laitokselta valmistuneiden
maistereiden maéard ylitti 1000 vuonna 2006 ja kevéddseen 2009 mennessd valmistu-
neita on 1206, joista matematiikassa 1045, sovelletussa matematiikassa 41 ja tilasto-
tieteessd 120. Tutkintojen miaard ylitti matematiikassa 1000 vuonna 2008. FK-
tutkintojen maérat olivat poikkeuksellisen suuria vuosina 2005-2008 (65, 70, 68 ja
66), mihin vaikutti osaltaan vuonna 2005 voimaan tullut uusi tutkintoasetus, jonka
seurauksena vanhamuotoisen tutkinnon suoritusmahdollisuus péittyi kesilla 2008.
Uudessa asetuksessa palattiin kaksiportaiseen tutkintomalliin ja otettiin uudelleen
kayttoon LuK-tutkinto, joka oli poistettu edellisessd tutkinnonuudistuksessa neljan-
nesvuosisata aikaisemmin. Huomattavaa on, ettd laitos antaa merkittivin méairan
opetusta muiden koulutusohjelmien opiskelijoille, myds oman tiedekunnan ulkopuo-
lelle erityisesti taloustieteiden tiedekuntaan. Laitokselle suoritetut opintomadrat opin-
topisteissd ovat olleet keskiméaérin 14500 -90 luvulla ja 18500 téalla vuosikymmenella.
Ennitys on vuoden 2005 21463 opintopistettd. Opinnoista runsas kolmasosa menee
oman laitoksen ulkopuolelle.

Jatkokoulutuksen tehostamiseksi tehtiin esitys omasta graduate-school hankkeesta
"Matemaattinen mallintaminen ja laskentamenetelmit", jossa olivat osallisina myds
teknillisen tiedekunnan matematiikan jaos, tietoliikennetekniikan ja teknillisen meka-
nitkan laboratoriot sekd Nokia Mobile Phones-yksikkd. Tamé saatiinkin 5-
paikkaisena vuoden 1995 alussa, mutta se liitettiin ensimmaéisen nelivuotiskauden
jalkeen Infotech tutkijakouluun. Toinen laitokselta hallinnoitu tutkijakoulu oli Lassi

Péivirinnan johtama "Inversio-ongelmien tutkijakoulu" vuosina 2002-2005. Laitok-



22

sen edustajat ovat olleet mukana my0s useissa muissa tutkijakouluissa ja parhaillaan
jatko-opiskelijoillamme on paikkoja viidessd tutkijakoulussa. FT-tutkintoja on tdhédn
mennessa tehty 45, joista matematiikassa 34, sovelletussa matematiikassa 5 ja tilasto-
tieteessd 6. -90 luvulla valmistui 16 tohtoria ja tdlld vuosikymmenelld tdhdn mennes-
sid 12. Tohtorikoulutuksessa asetetut mairalliset tavoitteet eivit ole toteutuneet, mutta
viilme vuosina tehdyt tehostamistoimet ndyttivit tuovan kohennusta. Erityisesti ta-
pahtuneen sukupolvenvaihdoksen jilkeinen mahdollisuus pitkdjanteiseen toimintaan
parantanee tulosta. FL-tutkinto on sdilyttinyt matematiikassa ja tilastotieteessd ase-
mansa korkeatasoisena ammattitutkintona monia muita tieteenaloja paremmin. N&ita
tutkintoja on laitoksen toiminta-aikana tehty yhteensd 99, joista matematiikassa 76,
sovelletussa matematiikassa 12 ja tilastotieteessd 11. -90 luvulla laitoksella tehtiin 24
lisensiaatin tutkintoa ja kuluvalla vuosikymmenella 34.

Laitos on osallistunut myos yliopiston ulkopuolella tehtyihin matematiikan osaa-
mista edistdneisiin hankkeisiin. Heti -90 luvun alkupuolella toteutettiin Kajaanissa ja
Rovaniemelld luonnontieteiden kandidaatista maisteriksi hanke, jossa noin 50 padasi-
assa omalla laitoksellamme LuK-tutkinnon suorittanutta opettajaa tiydensi opintonsa
FK-tutkintoon. Vuosituhannen vaihteessa teimme Kajaanissa, Kuusamossa, Oulussa
ja Rovaniemelld koulutushankkeen, jossa runsaat 50 luokanopettajaa suoritti matema-
tiikkan 35 ov:n opintokokonaisuuden ja sai nédin kelpoisuuden opettaa matematiikkaa
peruskoulun ylimmilla luokilla. Lisédksi laitos toteutti 2004-2007 yhdessd Kajaanin
OKL:n kanssa koulutuskokeilun, jossa noin 40 opiskelijaa suoritti luokanopettajan
opintojen ohessa 35 ov (60 op) matematiikkaa ja noin puolet heistd matematiikan ai-
neenopettajan tutkinnon. Taémén hyvin onnistuneen koulutushankkeen johdossa toimi
ma professorina Juha Berkovits. Laitoksemme on jo pitkddn vastannut myos Lapin
yliopiston luokanopettajakoulutuksen matematiikan 15 ov:n (25 op) opintokokonai-

suudesta.
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Tuutoroinnista ja kouluyhteistyosta (Alli Huovinen)

Matematiikan ja tilastotieteen yhteinen opetuksen arviointiryhmai perustettiin syksylla
1991. Tyoryhmén puheenjohtajana toimi aluksi professori Elja Arjas ja hanen jal-
keensd professori Keijo Vdianianen. Heiddn ansiokseen on suurelta osin luettava se,
etd tyoryhmén toiminta 1dhti ripedsti kdyntiin. Olemassaolonsa ensimmaéiisen puolen
vuoden aikana ryhmé kokoontui yhdeksdn kertaa, minkd lisdksi kokoonnuttiin pie-
nemmissa ryhmissi ja pidettiin kaksi palautepdivda. Opetuksen ongelmia kartoitettiin
sekd opiskelijoille ettd opettajille suunnatuilla kyselyilla. Samalla keréttiin vinkkeja
opetuksen tehostamiseksi.

Opiskelutahti ja oman tydpanoksen merkitys on huomattavasti suurempi yliopisto-
opinnoissa kuin lukiossa. Erityishuomiota oli siis kiinnitettivéd opetuksen ja opiskelun
kehittamiseen ja opiskelijat haluttiin sitouttaa tdhidn. Vanha konsti on parempi kuin
pussillinen uusia, sanotaan, mutta vield parempi on vanha konsti, johon on lisétty
pussillinen uusia. Niinpd vanhoihin opetusmuotoihin lisittiin muun muassa laaja ver-
taistuutorointi, opintopiirit ja erilaiset kokeelliset laskuharjoitusmuodot seké kurssien
suorittamismahdollisuudet. Tuutoroinnin kehittdminen oli ehkd tirkein yksittdinen
toimenpide, jossa laitos on ollut edellakdvija. Perinteisid opetusmuotoja tukemaan
kehitettiin kahdentasoista tuutorointijarjestelmaa:

- Opettajatuutoritoiminta, jossa asiantuntijatuutoroinnin ohella henkilokoh-
taisella ohjauksella pyritddn lisddaméaan opiskelijoiden itseohjautuvuutta ja
sithen liittyvaa vastuullisuutta omasta oppimisestaan.

- Opiskelijatuutoritoiminta, jossa perusajatuksena on yhteistoiminnallisen
oppimisen aikaansaaminen. Pyritddn luomaan sellainen opiskeluilmapiiri
ja hyva yhteishenki, ettd opiskelijat motivoivat ja auttavat toisiaan.

Syksylla 1992 aloitettiin oppisisdllollinen tuutorointi testikokeiden avulla. Saman-
atkaisesti kokeiltiin opiskelijatuutoreiden apua kotitehtdvien ratkaisemisessa. Vii-
meksi mainittu toiminta tyrehtyi heti alkuunsa, silld varsinaista erikseen tuutoroinnil-

le tarkoitettua tilaa ei ollut, aikataulutuksessa oli ongelmia ja paivystysta oli harvoin.
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Testien palautus ja tarvittaessa henkilokohtainen ohjaus tapahtui laitoksella opettajan
tyOhuoneessa. Nama kokeilut olivat erittdin merkittdvid tuutoritoiminnan kaynnista-
misen kannalta. Testien palautustilaisuudet toimivat syksylld 1993 aloitetun toimin-
nan tuutoreiden koulutustilaisuuksina. Toiminnan kidynnistyessd opiskelijat (12) oli-
vat toisen vuosikurssin opiskelijoita ja tuutorointi kohdistettiin 14hinnd ensimmaéisen
vuoden opiskelijoihin. Koska kyseessd oli uudenlaisen opiskelukulttuurin kehittdmi-
nen, toiminta vaati ennakkoluulojen poistamiseksi tehokasta markkinointia. Kevailla
1994 otettiin kayttoon tuutoritupa, joka on laitoksen keskikaytiavistd hyllyilla erotettu
levennys. Paivystys tilassa oli arkipaivisin, jolloin paikalla oli sekéd opiskelija- ettd
opettajatuutoreita. He auttoivat kotitehtdvien ratkaisemisessa, oppimateriaaliin pereh-
tymisessd sekd muissa opiskeluun liittyvissd asioissa. Tupaan oli koottu laaja vali-
koima monisteita, laskuharjoitustehtidvid ja muuta opetukseen liittyvdd materiaalia.
Tuutorointi saatiin koskemaan ldhes kaikkia luentokursseja. Se tehostaa opiskelua,
mutta silld on my0s sosiaalinen ulottuvuus. Tuutoritupa on luonteva kohtaamispaik-
ka, jossa voi tavata toisia opiskelijoita ja laitoksen henkilokuntaa ja silla on huomat-
tava merkitys laitoksen erinomaiselle yhteishengelle. Opintojen etenemisen kannalta
on tirkedd, ettd opiskelijat tuntevat kuuluvansa laitosyhteisoon ja heista ollaan kiin-
nostuneita.

Vuonna 1997 tuutorointia jatkettiin "kesidlukukaudelle", jolloin matematiikan kurs-
seja opiskeltiin opiskelijatuutoreiden ohjaamissa pienryhmissia. Kesidkursseista saatu-
jen hyvien kokemusten innoittamina lukupiirejd syntyi myos luennoitavien kurssien
opiskelun tehostamiseksi. Kesdkurssit ja lukupiirit vauhdittivat kesken opiskelujen
tyoeldmadan menneiden opiskelijoiden valmistumista.

Vuosituhannen vaihteessa aloitettiin omaopettajatoiminta. Jokaiselle uudelle opis-
kelijalle nimetddn omaopettaja laitoksen henkilokunnasta.Omaopettajan tehtdvéana on
auttaa opiskelijaa suunnittelemaan opintojaan, tutustuttaa opiskelija laitoksen moni-
muotoiseen opetustoimintaan ja toimia hanen ldhimpéana kontaktinaan matemaattisten

tieteiden laitoksella.
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Oppimispaivakirjat otettiin kayttoon peruskursseilla syksylld 2002. Viikottaisten
laskuharjoitusten lisdksi opiskelijat pitdvit oppimispdivikirjaa, johon he laskevat
osan laskuharjoitustehtédvista ja kokoavat luentojen keskeisid asioita. Tuutorit tarkis-
tavat tehtdvit ja tarvittaessa opastavat niiden ratkaisemisessa. Oppimispaivakirjoja on
sittemmin kaytetty myos syventdvissa opinnoissa.

Matemaattisten tieteiden laitoksella kehitetyt tuutorointimuodot sopivat myos kou-
luihin. Vuosittain on tehty kymmenié vierailuja kouluihin jo viidentoista vuoden ajan.
Lukiotuutorointi aloitettiin jo 1997 ja vuodesta 2002 ldhtien on pidetty peruskoulun
ja lukion kertauskursseja useilla Oulun ja Oulun ladnin lukioilla ja kauempanakin.
Peruskoulujen matematiikkakerhot ja -leirit, Matikkaraketit, aloitettiin syksylla 2002.
Kaikissa néissd toiminnoissa ovat olleet mukana laitoksen tuutorit. He saavat niista
arvokasta opettajakokemusta, joka huomioidaan opetusharjoittelussa.

"Laitoksen ilmapiiri on poikkeuksellisen aktiivinen. Oppimisen ohjaus, tutortoimin-
ta ja opintoneuvonta on jirjestetty esimerkillisesti ja integroitu oppimiseen. Opiskeli-
jatutorit, ns. laskututorit ovat saaneet tehtdvainsa koulutuksen. Opettajatutorit ovat
tavattavissa taukotuvassa pdivittdin, ja ohjausta saavat tarvitessaan sekd piddaine- etta
sivuaineopiskelijat", mainitaan Korkeakoulujen arviointineuvoston esityksessd kor-
kealaatuisen koulutuksen yksikoiksi vuosille 1999-2000. Laitos nimitettiin laatuyksi-

koksi my0s toisen kerran vuosiksi 2001-2003.

LAITOKSEN TUTKIMUSTOIMINNASTA

Matematiikka on vahvasti kansainvilinen tiede ja teoreemat ovat yhta tosia tailla
poronhoitoalueen reunalla kuin maailman metropoleissa.Tiedonkulun ja yhteydenpi-
don helppous mahdollistaa entistikin paremmin matemaattisen tutkimustyén myos
tadlla Pohjois-Suomessa. Kuitenkaan pohjois-suomalaista matematiikkaa ei ole ole-
massa, vaan tiilla tehdyt matemaattiset tutkimukset joutuvat saman kovan kansainva-

lisen arvioinnin kohteeksi kuin muuallakin tehdyt. Se, ettd alamme tutkimus on paa-
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osin riippumatonta kalliista laitteista, on helpottanut laitoksemme kokemassa suku-
polvenvaihdoksessa, jossa henkilokunnan vaithtumisen myo6td myods tutkimusalueet
ovat osittain uudistuneet tai uudistumassa. Paavo Turakaisen laatiman historiikin al-
kuosan tavoin seuraavassa on laitoksen uusien ryhmien kuvaukset tutkimusalueistaan.
Osalla néista on yhteyksid aikaisempaan tutkimustoimintaan, osaa ei ole aikaisemmin
ollut edustettuna. Yleisesti voidaan todeta, ettd Suomessa perinteisesti vahva analyysi
on vahvistanut asemiaan myos Oulussa ja diskreetin matematiikan tutkimus on hie-
man vahentynyt. Uutta kahdenkymmenen vuoden takaiseen tilanteeseen on myos se,
ettd sovelletun matematiikan tutkimustoiminta on oleellisesti laajentunut ja voimistu-
nut -90 luvulla syntyneiden uusien linjausten edellyttimélla tavalla. Laitoksen tutki-

muksen painopistealat ovat

analyysi ja sen sovellukset;

algebra ja lukuteoria;

informaatiotekniikkaa tukeva matematiikka;

tilastolliset mallit ja data-analyysi.

Laitoksen tutkimustoimintaa on arvioitu neljd kertaa viimeisten 20 vuoden aikana.
Kolme arviota on jirjestinyt Suomen Akatemia, vuosia 1992 ja 2000 arvioinnin suo-
rittivat kansainvéliset arviointiryhmét ja vuonna 1995 akateemikko Olli Lounasmaa.
Viimeisin arvio tapahtui syksylld 2007 yliopistossamme suoritetun laajan tutkimuk-
sen arvioinnin yhteydessi. Kaikissa ndissd arvioissa laitoksemme tutkimustoiminnan
on todettu olevan hyvia kansainvilistd tasoa. Tutkimusten tulokset julkaistaan paa-
osin mahdollisimman hyvissd kansainvilisissd tieteellisissd lehdissd ja julkaisujen
vuosittainen maird 30-40 on kelvollinen. Useimmat tutkimusryhmit ovat saaneet ul-
kopuolista rahoitusta, 1dhinnd Suomen Akatemialta, ja molemmissa matematiikan
tutkimuksen huippuyksikoissd on edustus laitokseltamme, Maarit ja Esa Jarvenpain
ryhmé on osa analyysin ja dynamiikan yksikkod ja Valeriy Serovin ryhma osa inver-
sio-ongelmien yksikkod. Heikkouksina arvioinneissa on pidetty tutkimusryhmien

pientd kokoa ja siitd aiheutuvaa tutkimuksen pirstaleisuutta. Toiseksi heikkoudeksi on
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ndhty jo edelld mainittu tohtorikoulutuksen tehottomuus, jossa on ndhtivissi paran-
tumista.

Todettakoon vield ennen laitoksen uusien tutkimusalueiden esittelyd, ettd edellisen
20 vuoden aikana ns. Riemannin hypoteesin ohella toinen matematiikan kuuluisim-
mista avoinna olleista kysymyksistd, lukuteorian tutkimuksen esittelyn yhteydessa
mainittu Fermat'n otaksuma, on ratkennut, kun Andrew Wiles todisti otaksuman oi-

keaksi vuonna 1994.

Epilineaarinen potentiaaliteoria (Peter Histo)

Epilineaarisessa potentiaaliteoriassa tutkitaan p-Laplace yhtdlod ja sen yleistyksia.
Kun p saa arvon 2, saadaan klassinen, lineaarinen Laplace operaattori joka liittyy
muun muassa aalto- ja 1ldmpoyhtialoithin. Hankalampaa epélineaarista tapausta voi-
daan kayttaa esimerkiksi Navier-Stokes yhtdlossd joka kuvaa ns. epd-Newtonilaisten
nesteiden virtauksia. Naitd nesteitd esiintyy glaseologiassa (eli jaatikdiden virtauksen
tutkimuksessa), reologiassa, epdlineaarisessa elastisuusteoriassa ja huokoisten mate-
riaalien virtausyhtéloissd. Toisen tyyppinen sovellus 10ytyy kuvankésittelysta.

Epilineaarinen potentiaaliteoria liittyy jossain mairin laitoksella aiemmin mm. Ve-
sa Mustosen ja Juha Berkovitsin toimesta tutkittuun epéilineaariseen analyysiin. Itse
asiassa, jalkimmaisen tutkimusalueen tulokset piteviat myds p-Laplace yhtdlon ratkai-
suille, mutta ne ovat yleisempid, ja siten eivit yhtd vahvoja.

Epilineaarisen potentiaaliteorian tutkimus rantautui Oulun yliopistoon 2004 Juha
Kinnusen aloittaessa matematiikan professorina. Aihepiirin tutkimus vahvistui vuon-
na 2006 kun Peter Hasto aloitti yliopistossa professorina, ja edelleen vuonna 2007
kun hankkeelle myonnettiin useampivuotinen rahoitus Suomen akatemialta ja Emil
Aaltosen sditiolta. Tata kirjoittaessa hankkeessa oli viisi aktiivista jatko-opiskelijaa,
joista kaksi on jo suorittanut lisensiaattitutkinnon. Kinnunen siirtyi loppuvuodesta
2008 Teknillisen korkeakoulun palvelukseen, mutta tutkimusryhmi jatkaa toimin-
taansa kahdessa "toimipisteessd". Helsingin lisdksi yhteistyotd on Ruotsiin, Norjaan,

Saksaan, Italiaan, Portugaliin ja Yhdysvaltoihin.
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Funktionaalianalyysi (Mikael Lindstrom).

Funktionaalianalyysi on matematiikan osa-alue joka tutkii topologisia vektoriava-
ruuksia ja ndiden vilisten kuvausten ominaisuuksia. Kuvausta tai muunnosta, joka
liittdd funktioon funktion, kutsutaan usein lineaariksi operaattoriksi. Erikoistapaukse-
na operaattorista saadaan funktionaali, jonka arvot ovat lukuja, mutta argumentit
funktioita. Analyysin alaan liittyvid ongelmia tutkitaan operaattorien avulla funktio-
avaruuksien vélilla. Ei-triviaaleja tuloksia saavutetaan vasta kun funktioavaruus va-
rustetaan normilla tai yleisemmin topologialla ja tutkitaan lineaarisen operaaattorin
analyyttisia ominaisuuksia kuten jatkuvuutta ja kompaktisuutta. Tastd yhteispelista
analyyttisten ja algebrallisten tapahtumien vililla syntyy funktionaalianalyysi. Funk-
tionaalianalyysi sai alkunsa viime vuosisadan alussa erilaisten muunnosten kuten
Fourierin muunnoksen tutkimisesta seké differentiaali- ja integraaliyhtidloiden ratkai-
sujen tutkimisesta. Tdma tapahtui suurilta osilta Ivar Fredholmin, David Hilbertin,
Erhard Schmidtin ja Frigyes Rieszin tdiden pohjalta. Myohemmassa vaiheessa Stefan
Banach ja John von Neumann olivat keskeisia lineaaristen vektoriavaruuksien teorian
kehittdjid ranskalaisen Maurice Fréchet’'n ohella. Integraaliyhtaloitd kasittelevissa
artikkeleissaan Hilbert kehitti suuren mairian sellaista funktionaalianalyysin peruskéa-
sitteistod, jonka sitten muun muassa Schmidt esitti yhtendisend abstraktina Hilbertin
avaruuksien teoriana. Hilbertin avaruudet, joissa sisidtulo méirittdd avaruuteen nor-
min, ovat erityisesti kiytossd kvanttimekaniikassa. Banachin vuonna 1932 ilmesty-
neessd "Théorie des opérations linéaires" nimisessd teoksessa maaritelldan erds funk-
tionaalianalyysin keskeisempid stuktuureja, nimittidin tdydellinen normilla varustettu
vektoriavaruus. Tand pdivand tdllaista avaruutta kutsutaan Banachin avaruudeksi.
Yleisesti Banachin avaruudet ovat Hilbertin avaruuksia monimutkaisempia.
Funktionaalianalyysin sovellusaloja muissa matematiikan osa-alueissa ovat muun

muassa differentiaali- ja integraaliyhtiloiden teoria, todennédkoisyyslaskennan teoria,
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numeerinen analyysi, approksimaatioteoria sekd matemaattinen fysiikka, erityisesti
kvanttimekaniikka.

Matematiikan laitoksen tutkimuksen aihepiiri tdlli alueella kasittelee muun muassa
analyyttisia funktioavaruuksia ja niiden lineaarisia operaattoreita. Tadssa tutkimukses-
sa funktionaalianalyysi ja klassinen kompleksianalyysi kohtaavat rakentavalla ja mie-
lenkiintoisella tavalla. Yhteistyotd on tehty erityisesti Valencian, Madridin, Los An-
gelesin ja Kentin yliopistojen tutkijoiden kanssa.

Funktionaalianalyysin alan saavutuksista matematiikassa on myonnetty Fieldsin mita-
li, joka vastaa Nobelin palkintoa muisssa tieteissd, viidelle matemaatikolle:

C. Fefferman (1978, Singulaariset intergaalioperaattorit), A. Connes (1982, von
Neumannin algebrat), V. Jones (1990, von Neumannin algebrat), J. Bourgain (1994,
Banachin avaruuksien geometria) ja W.T. Gowers (1998, Banachin avaruuksien

geometria).

Geometrinen mittateoria (Maarit ja Esa Jarvenpii)

Geometrisen mittateorian ja fraktaaligeometrian juuret ovat 1800-luvulla. Tuolloin
konstruoitiin matematiikan historian ensimmaiset fraktaalit, vaikka tatd nimitystd ei
niistd vield silloin kdytetty. Ndiden konstruktioiden tarkoituksena oli osoittaa viariksi
joitakin aiemmin totena pidettyjd matemaattisia uskomuksia ja aluksi niitd pidettiin
lahinnd kiusallisina erikoistapauksina. Vahitellen yksittdisistd esimerkeistd rakentui
matematitkan kauhugalleria, kun osoittautui, ettd epiasadnnolliset poikkeukset olivat-
kin luultua yleisempid. Suhtautuminen néihin erikoisiin esimerkkeihin ei ollut aluksi
kovinkaan myonteistd. Esimerkiksi Henri Poincare kirjoitti huolestuneena: "Aikai-
semmin uusi funktio keksittiin johonkin kdytdnnon tarpeeseen; tindin niitd keksitdan
nimenomaan siksi, ettd niilld voidaan osoittaa edeltdjiemme ajattelun puutteet eika
niistd koskaan saada johdetuksi mitddn muuta."

Yksi téllainen fraktaalien prototyyppi on Cantorin joukko. Se on yksikkovélin yli-

numeroituva osajoukko, jonka pituus on nolla. Sen avulla voidaan helposti rakentaa
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kasvava ja jatkuva funktio yksikkovaliltd itselleen, jonka derivaatta melkein jokaises-
sa pisteessd on nolla. Tama vaikuttaisi olevan ristiriidassa integraalilaskennan perus-
lauseen kanssa. Voidaankin viittda, ettd moderni mittateoria on saanut alkunsa tdmén
ongelman tutkimisesta.

Geometrista mittateoriaa on tutkittu koko 1900-luvun ajan, mutta se syntyi uudel-
leen 1970-luvulla tietokoneiden kehittymisen myoti. Tietokoneiden avulla voidaan
piirtdd melko helposti erittdin monimutkaisia kuvia. Nédiden kuvien ymmaértdminen
johti my0s dynaamisten systeemien teorian kehittymiseen. Hyvinkin yksinkertaisissa
dynaamisissa systeemeissd esiintyy mielenkiintoisia fraktaaleja. Ndiden analysointi
on vaikuttanut vahvasti geometrisen mittateorian kehittymiseen. Sanan fraktaali, joka
tulee latinankielen murtunutta tarkoittavasta sanasta fractus, otti kdyttdon Benoit
Mandelbrot 1970-luvulla. Nykyisin fraktaalilla tarkoitetaan joukkoa tai mittaa, jolla-
on erilaisia yksityiskohtia kaikilla skaaloilla. Esimerkiksi Norjan rannikko ei muutu
suoraksi viivaksi vaikka katsoisi kuinka ldheltd tahansa. Tallaisten perinteisen geo-
metrian ulottumattomissa olevien joukkojen tutkimukseen on siis pitanyt kehittdd uu-
sia tyokaluja.

Yksi téllainen tyokalu on dimensio. Perinteisten esineiden dimensio on kokonaislu-
ku: piste on nollaulotteinen, viiva yksiulotteinen, paperin pinta kaksiulotteinen, poyta
kolmiulotteinen jne. Fraktaalin dimensio sen sijaan voi olla muukin kuin kokonaislu-
ku. Esimerkiksi edelld mainitun Cantorin joukon dimensio on log 2/log 3. Se on siis
aidosti nollan ja yhden vililla. Téllaisten joukkojen mittaamiseen on loydetty uusia
mittoja, joiden avulla voidaan mairitelld myos ei-kokonaislukuisia dimensioita.

Suomeen geometrisen mittateorian tukimuksen toi1 Pertti Mattila 1970-luvulla. Ha-
nen siirryttyd Jyvaskylddn 1980-luvun lopulla geometrisen mittateorian tutkimusryh-
ma alkoi kasvaa ja nyt ryhmissd toimii jo kolmannen polven tutkijoita. Nykydan
geometrisen mittateorin tutkimusta on Oulussa, Helsingissd ja Jyvaskyldssid. Ryh-
mamme tutkii erilaisia fraktaalien kokoa ja muita ominaisuuksia mittaavia parametre-
ja kuten dimensioita ja huokoisuutta ja ndiden kaytostd erilaisissa muunnoksissa.

Vanhimmat dimensiot ovat Hausdorffin méérittelemd Hausdorffin dimensio ja Min-
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kowskin madrittelemd Minkowskin dimensio, jota kutsutaan myds laatikkodimensi-
oksi. Uudempia dimensioita ovat pakkausdimensio, jonka Tricot maédritteli 1980-
luvulla, seki erilaiset ldhinna mittoihin liittyvét dimensiospektrit. Huokoisuus puoles-
taan kuvaa, kuinka paljon joukossa tai mitassa on reikid. Erds ryhmdmme keskeisia
tutkimusaiheita on ollut selvittid huokoisuuden ja dimensioiden vélisid yhteyksii.
Toinen keskeinen tutkimusaithe on ollut dimensioiden kiyttdytyminen erilaisissa
muunnoksissa -- esimerkiksi projektioissa. Olemme soveltaneet geometrisen mitta-
teorian menetelmid myos dynaamisten systeemien tutkimukseen muunmuassa ratkai-
semalla Bricmontn ja Kupiaisen esittimin konjektuurin koskien erdiden adren-
tonulotteisten systeemien SRB-mittoja.

Vaikka tutkimuksemme on puhtaasti matemaattista eikd sovellukset ole ensisijaise-
na tavoitteena, voi geometrisen mittateorian tuloksilla olla myos ylldttavia kaytannon
sovelluksia. Tastd hyva esimerkki on digitaalinen aurinkokello. Perinteinen aurinko-
kello on maahan isketty keppi, joka heijastaa varjon maahan piirretyn kellonajan
paélle. Digitaalinen aurinkokello on sensijaan fraktaali, jonka varjo on oikea kellon-
aika digitaalisina numeroina. Téllaisen fraktaalin periaattellisen olemassaolon osoitti
erds geometrisen mittateorian kuuluisimmista tutkijoista, Kennneth Falconer, jo

1980-luvulla. 2000-luvulla siitd onnistuttiin tekeméaan kaupallinen tuote.

Harmoninen analyysi (Mahmoud Filali)

Klassisen harmonisen analyysin ja Fourier-analyysin juurien voidaan yleisesti kat-
soa sijoittuvan vuoteen 1755, jolloin Daniel Bernoulli esitti ratkaisunsa kuuluisaan
vardhtelevad jousta (yksiulotteinen aaltoyhtdld) koskevaan ongelmaan. Bernoullin
esitti ratkaisunsa ddrettdmidnd summana kiyttden erditd perusfunktioita (sin(x) ja
cos(x)) sekd tuntemattomia kertoimia. Ratkaisun muoto oli uusi ja ylldttava, jonka
takia useat matemaatikot eivit sitd hyviaksyneet. Tuntemattomien kertoimien 10yta-
minen pysyi arvoituksena aina vuoteen 1777 saakka, jolloin Euler 16ysi keinon 10ytaa
tarvittavat kertoimet integraalin ja sinifunktion avulla. Téatd voidaan pitdad klassisen

harmonisen analyysin syntynd. Eulerin esittaimad kaava kertoimien mairddmiseksi
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sanotaan Eulerin kaavaksi ja saatuja kertoimia kutsutaan nykyisin Fourierin kertoi-
miksi. Lisdksi saatu dareton summa on Bernoullin ratkaisu aaltoyhtéldlle.

Monet Bernoullin ratkaisuun liittyvat kysymykset pysyivét kuitenkin ratkaisemat-
tomina, kuten esimerkiksi ddrettomidn summan suppeneminen. Nami kysymykset
muodostavat Fourier-sarjojen teorian paateeman. Joseph Fourier (1768-1830) oli ma-
temaatikko sekd fyysikko ja hidn oli myos Napoleonin ystavd. Hén tarkasteli Bernoul-
lin ratkaisuun liittyvid kysymyksid ja kdytti ddrettomid summia hinen ldmpoyhta-
l6idensa ratkaisuihin, jotka hén julkaisi vuonna 1822 kuuluisassa kirjassaan “Theorie
analytique de la chaleur” (vapaasti suomennettuna “Ldammon analyyttinen teoria™).
Tyolldan Fourier loi pohjan harmoniselle analyysille, joka mahdollistaa monimutkais-
ten jaksollisten ilmididen (mm. aaltoliike, virdhtely, limmon johtuminen) analyytti-
sen tarkastelun.

Harmonista analyysid voidaan luonnehtia lyhyesti Fourier-analyysind lokaalisti
kompakteilla ryhmilla. Namé ovat reaalilukujoukkoa yleisempid rakenteita. Lokaalis-
ti kompakti ryhméd on ryhmé varustettuna jollakin sellaisella lokaalisti kompaktilla
topologialla, ettd ryhméaoperaatiot ovat jatkuvia. Voidaan helposti huomata, ettd Fou-
rier-analyysi perustuu kahteen pddasiaan: integraaliin sekd trigonometrisiin funktioi-
hin. Téten ndiden vastineiden l0ytdminen lokaalisti kompakteiden ryhmien tapauk-
sessa on valttdimatontd Fourier-analyysin laajentamiselle.

Vuonna 1933 Haar osoitti, ettd jokainen lokaalisti kompakti ryhméi omaa invarian-
tin mitan, ns. Haarin mitan. Tdmén invariantin mitan avulla saatu integraali muodos-
taa harmonisen analyysin yhden peruspilareista luomalla pohjan analyysille lokaalisti
kompakteissa ryhmissd. Kysymykseksi jda vield miten Fourier-kertoimet voidaan
yleistddn. Tdmé onnistuu luontevasti Eulerin osoittaman eksponenttifunktion ja tri-
gonometristen funktioiden vélisen symmetrian ¢ =cosa +isina avulla. Eksponentti-
funktio on itseasiassa jatkuva homomorfismi reaalilukujoukolta R ympyriaryhmaélle T
(ts. yksikkokiekkolle kompleksitasossa). Vastaavasti miké tahansa jatkuva homomor-
fismi reaalilukujoukolta R ympyraryhmalle T voidaan samaistaa eksponenttifunktion

kanssa. Tama ajatus voidaan yleistdd mielivaltaiselle lokaalisti kompaktille ryhmalle
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G. Niita jatkuvia homomorfismeja y: G —T ryhmailtda G ympyraryhmalle T kutsutaan
ryhmén karaktereiksi. Vuonna 1935 van Kampen osoitti, ettd lokaalisti kompakti
kommutatiivinen ryhmé omaa riittavasti karaktereita Fourier-analyysin yleistimisek-
si. Kommutatiivisten lokaalisti kompaktien ryhmien tapauksessa puhutaankin usein
kommutatiivisesta harmonisesta analyysista.

Karakterit eivdt kuitenkaan ole riittdvd tyokalu teorian laajentamiseksi ei-
kommutatiivisille ryhmille, silld yleisesti niiden olemassaoloa ei pystytda takaamaan.
Ei-kommutatiivisessa tapauksessa riittdviksi tyokaluksi muodostuu ns. ryhmaiesitys,
missd ryhmén alkiot esitetdén operaattoreina Hilbertin avaruudella. Kuuluisan Gel-
fand-Raikovin lauseen mukaan lokaalisti kompatilla ryhmélla on riittdvésti sopivia
ryhmaéesityksid, jotka puolestaan yleistavat Fourier’n kertoimet ei-kommutatiivisessa
tapauksessa.

Harmonisen analyysin sovelluskenttad on erittdin laaja. Klassisista sovelluksista voi-
daan mainita esimerkiksi navigointi ja moderneista sovellusalueista esimerkiksi sig-

naalinkasittely, kvanttimekaniikka, tomografia sekd neurotieteet.

Laskennalliset menetelmaét ja matemaattinen mallintaminen (Erkki Laitinen)

Informaatioteknologian nopean kehittymisen myotd ovat laskennalliset menetelmét
ja matemaattinen mallintaminen tulleet yha tairkeimmiksi matemaatikon koulutukses-
sa. Matemaatikon uraa teollisuuden parissa suunnittelevalle thanteellinen koulutuspa-
ketti sisdltdd matematiikan teorian lisdksi laajan valikoiman matemaattisia menetel-
mid, numeerisia menetelmid ja ohjelmistotyOkalujen kayttod kéisittelevia kursseja.
Tarkedd hianelle on myos kokemus mallinnusongelmien ratkaisemisesta. Onnistuneita
mallinnusprojekteja ovat ne, missé eri asiantuntijat onnistuvat yhdistiméaan tietimyk-
sensd ja ndkemyksensa toisiaan vahvistavalla tavalla.

Matemaattinen mallintaminen perustuu matemaattisen mallin késitteelle. Malli on
matematiikan kielelld tehty monimutkaisen todellisuuden yksinkertaistus. Kun mate-
maattinen malli on rakennettu, sen avulla voidaan ryhtyd tutkimaan mallinnettavaa

1lmidta. Tavallisesti mallia kuvaavat yhtilot ratkaistaan tietokoneella. Tietokonesimu-
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loinniksi kutsutaan sitd, kun mallin ldhtdarvoja, parametreja tai muuttujia muunnel-
laan vastaamaan erilaisia olosuhteita. Simuloinnin avulla ilmi6itd voidaan usein tar-
kastella halvemmalla ja turvallisemmin kuin tekemalld kokeita reaalimaailman jérjes-
telmilld. Matemaattinen mallinnus ja simulointi muodostavatkin keskeisen tutkimus-
ja suunnittelumenetelmén, jonka avulla matematiikkaa sovelletaan kdytannossa.

Laskentatehon lisddntyessd ja numeeristen menetelmien kehittyessd on yhd vaati-
vampien ja realistisempien ilmididen laskennallinen simulointi mahdollista. Nykyisin
kaytetdan pitkille kehittyneitd lakennallisia menetelmid ja matemaattisia malleja mm.
tuotannon ohjaukseen, tuotteiden suunnitteluun, yrityksen strategian muotoiluun tai
kustannusten optimointiin. Informaation siirto on hyvéa esimerkki, jossa huippututki-
mus ja reaalieldmén tarpeet yhtyvit.

Matemaattisten mallien kehittiminen johtaa usein differentiaali-, integraali- tai va-
riaatioepayhtdloihin. Pitkdlle kehitetyt mallit ovat usein epélineaarisia, ei-sileitd tai
jopa epdjatkuvia. Lisdksi niiden reunaechdot ja geometriat saattavat olla niin moni-
mutkaisia, ettd mallille e1 ole 10ydettivissd analyyttistd ratkaisua. Talloin ainoaksi
vathtoehdoksi jda approksimoida mallia sopivassa funktioavaruudessa ns. numeerisen
mallin avulla, joka voidaan ratkaista tietokoneella. Joskus myds numeerinen malli voi
olla niin huonosti kayttaytyvi, ettd sen ratkaiseminen tietokoneella on vaikeaa.

Differentiaaliyhtiloihin, integraaliyhtdloihin ja variaatioepdyhtiloihin liittyvd ma-
temaattinen teoria, joka antaa yhtendiset puitteet yhtiloiden ratkaisemiselle ja ratkai-
sujen tarkastelulle on padosin kehitetty viime vuosisadan puolella ja on nykyisin hy-
vin tunnettu. Mallien ratkaisemiseen liittyvét tulevaisuuden haasteet liittyvétkin no-
peasti kehittyvin tietotekniikan tehokkaaseen hyddyntdmiseen numeerisissa laskenta-
algoritmeissa. Matemaattisten tieteiden laitoksella on tehty viime vuosina runsaasti
tutkimusta kehitettdessd tehokkaita laskenta-algoritmeja ja simulointimalleja mm.

terdksen jatkuvavalun sdiatoon ja tietolitkenneverkkojen kapasiteetin optimointiin.

Parametriton funktioiden estimointi sovelluksineen (Lasse Holmstrom)
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Funktion késite on keskeinen kaikkialla matematiikassa ja sen sovelluksissa. Funk-
tiota voi ajatella tapana kuvata suureiden riippuvuutta toisistaan, esimerkkina vaikka-
pa ympyran pinta-alan riippuvuus sen siteestd, jonka ilmaisee kaikkien peruskoulun
kayneiden ja sielld ldksynsd hyvin lukeneiden tuntema kaava.

Sovellettaessa matemaattisia menetelmid kdytdnnon ongelmien ratkaisuun torma-
tddn kuitenkin usein tilanteisiin, jossa tutkitulle riippuvuussuhteelle ei voida antaa
mitddn yksinkertaista tdsmaéllistd kaavaa. Tama voi johtua siitd, ettd kaikkia tutkitta-
vien suureiden véliseen riippuvuuteen vaikuttavia tekijoitd ei tunneta tai ettd suureista
tehdyt mittaukset ovat jossain méirin virheellisid estden tdsmaéllisen riippuvuuden
hahmottamisen. Esimerkkind voisi olla vaikkapa ihmisen pituuden ja painon vélisen
riippuvuuden tarkastelu. Mitddn tasmaéllistd kaavaa ndiden suureiden véliselle riippu-
vuudelle ei voida antaa, koska toisen arvo ei méddrdydy toisesta minkdin tietyn sddn-
non mukaan. Téllaista epdvarmuuden vallitessa tapahtuvaa riippuvuussuhteen etsi-
mistd voidaan kutsua funktion estimoimiseksi eli "arvioimiseksi". Tama termi sisaltda
sen ajatuksen, ettd tarkkaa riippuvuussuhdetta ei uskotakaan 16ydettavian ja siksi pyri-
tddn kaytettavissd olevan tiedon pohjalta vain jossain mielessd parhaaseen mahdolli-
seen lopputulokseen. Samalla olisi toivottavaa, ettd saataisiin kasitys myos estimoin-
tituloksen sisdltdmasta epavarmuudesta.

Niin sanottu parametrinen funktioiden estimointi yrittdd kuvata tarkastellun riippu-
vuussuhteen etsimilld parhaan funktion jostain verrattain pienestd, yksinkertaisella
kaavalla kuvattavien funktioiden joukosta. Pituuden ja painon riippuvuutta voitaisiin
yrittad hahmottaa esimerkiksi mallilla, jonka kuvaaja on suora. Sen sijaan parametri-
ton estimointi ei tdlld tavoin rajoita mahdollisten riippuvuussuhteiden kirjoa vaan
yrittad 10ytdd parhaan ratkaisun pelkéstdan saatavilla olevien esimerkkien valossa -
vaikkapa pelkdstdan jonkin riittdvdn suuren thmisjoukon pituus- ja painotietoja hyo-
dyntéen.

Tallainen joustava, “parametriton” ldhestymistapa funktioiden estimointiin on ollut
tunnettu jo varsin pitkddn, ainakin viime vuosisadan puolivélistid alkaen. Sen sovel-

tamista on kuitenkin rajoittanut timén menetelmén kayton usein vaatima raskas nu-
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meerinen laskenta. Sen johdosta parametrittomien funktioiden estimointimenetelmien
kaytannon lapimurto tapahtui vasta noin 30 vuotta sitten, yhdessé tietokoneiden yleis-
tymisen ja niiden laskentatehon kasvun kanssa.

Funktioiden estimoinnin hyddyllisyyttd monien sovellusten kannalta selittda se, ettd
hyvin monet asiat on ajateltavissa "funktioina", joidenkin suureiden vélisend riippu-
vuutena. Matemaattisten tieteiden laitoksen tutkimuksessa ovat sovelluskohteina ol-
leet esimerkiksi tietotekniikassa tirked hahmontunnistus, digitaalisten kuvien analyy-
si sekd ilmastomuutokseen liittyvat kysymykset. My0ds on tutkittu monimutkaisten,
useaa toisistaan riippuvaa suuretta kuvaavien funktioiden visualisointia uuden tyyppi-
silld tietokonegraafisilla menetelmilld. Niiden avulla on mahdollista ”ndhdd” myds
sellaisia funktioita, jotka on méiritelty kolmiulotteista maailmaamme korkeampidi-
mensioisissa avaruuksissa.

Hahmontunnistuksessa on kyse jonkin kohteen tunnistamisesta siitd tehtyjen mittaus
ten perusteella. Esimerkkejd ovat kisinkirjoitetun tekstin ja puheen tunnistus, kasvo
jen tunnistus kuvasta, eri kasvillisuustyyppien tunnistus satelliittikuvasta ja tietoko-
nepohjaiset ladketieteelliset diagnoosit. Tassd yhteydessd funktion estimoinnilla hae-
taan mahdollisimman hyvaa kuvausta tarkastellun kohteen tyypin ja siitd tehdyn mit-
tauksen véliselle riippuvuudelle.

Digitaalista kuvaa voi myos ajatella funktiona, joka liittdd jokaiseen kuva-alkioon,
"pikseliin", tiedon harmaan sdvysti tai yleisemmin viristd. Havaitut kuvat, esimer-
kiksi kaukokartoitukseen liittyvdt satelliittikuvat, sisdltavit tavallisesti hairiotd ja
funktion estimoinnilla voidaan yrittdd selvittdd kohdetta esittavd todellinen kuva
mahdollisimman hyvin.

Ilmastonmuutoksen tutkimuksessa on tirkedd paitsi ennustaa tulevaa kehitystd myos
arvioida miten esimerkiksi ldmpotila on vaihdellut menneind vuosisatoina ja -
tuhansina. Mennyttda 1ampdtilan vaihtelua kuvaa jokin funktio, josta on mahdollista
saada osittaista tietoa tutkimalla esimerkiksi tiettyjen elididen fossiilien runsautta jar-
vien pohjasedimenteissd. Parametriton 1dhestymistapa on tdrked, koska emme ennak-

koon mitenkéén voi tietdd millaista tuo mennyt lampotilan vaihtelu on todellisuudes-
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sa ollut. Funktion estimointimenetelmid voidaan soveltaa myos tulevaa ilmastoa en-
nustavien tietokonemallien tulosten analyysiin. Myos estimointituloksissa olevan
epavarmuuden hyvdd ymmartdmistd tarvitaan rationaalisen yhteiskunnallisen paatok-
senteon pohjaksi.

Matemaattisten tieteiden laitoksen tutkijoilla on parametrittomassa funktioiden esti-
moinnissa ja niiden sovelluksissa ollut runsaasti yhteistyotd lukuisten kotimaisten ja

ulkomaisten yliopistojen ja tutkimuslaitosten tutkijoiden kanssa.

”Sovellusten ongelmissa kiytettdvat matemaattiset menetelmét” (Valeriy Serov)

”Sovellettua” matematiikkaa voitaisiin pitdd matemaattisena tekniikkana, jota tarvi-
taan sovellusten (kdytannon) ongelmien mallintamisessa ja ratkaisemisessa, joihin
sisdltyvit fysiikka, teoreettinen fysiikka, kemia, taloustiede, biologia, teknitkka ym.
Talld tavalla ymmarrettynd sovellettu matematiikka on osa koko matematiikkaa. Li-
saksi on vaikeaa erottaa toisistaan ’puhdasta” ja “sovellettua” matematiikkaa. Inver-
sio-ongelmat ovat hyvin tidrked osa sovellettua matematiikkaa. Inversio-ongelmat
muodostavat erittdin tirkedn ja kasvavan tieteenalan, joka on luonteeltaan monitie-
teellinen. Kuten Gilbert Strang (MIT:n professori) mainitsi, - - varmasti kaikenlaiset
inversio-ongelmat ovat tulleet keskeisiksi suuressa osassa teollisuusmatematiikkaa”.
Monet ongelmat, jotka liittyvét geofysikaaliseen malminetsintdédn, akustiikkaan, im-
pedanssitomografiaan, signaalinkdsittelyyn ym. voidaan palauttaa osittaisdifferentiaa-
liyhtdloiden inversio-ongelmiksi ja niiden Fourier-analyysiksi, joka on osa differenti-
aalioperaattoreiden spektraaliteoriaa.

Differentiaalioperaattoreiden spektraaliteorialla Hilbertin ja Banachin avaruuksissa
on avainrooli monien sovelluksissa esiintyvien ongelmien matemaattisessa muotoi-
lussa. Lisdksi ndin tdsméillinen matemaattinen perusta johtaa syvillisempdin nike-
mykseen ndiden ongelmien luonteesta. Péddasiallinen tieteellinen mielenkiintomme
suuntautuu singulaarikertoimisten elliptisten differentiaalioperaattoreiden spektraali-

teoriaan ja sen sovelluksiin tillaisten operaattoreiden kaddnteisissd sirontaongelmissa
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ja kéaanteisissd spektraaliongelmissa. Tétd tekniikkaa voidaan osittain soveltaa epa-
lineaarisissa aalto- ja evoluutioyhtildissé, joilla on sovelluksia optiikassa.

Estimoitaessa Schrodingerin yhtidlon potentiaaleja sirontadatasta likimaardismene-
telmilla, joka tunnetaan Bornin approksimaatiomenetelménd (timé tunnetaan myos
kaytannollisimpand menetelménd), tarkastelemme tuntemattomien potentiaalien re-
konstruktiota erilaisilla sirontadatoilla ja erilaisilla potentiaaliluokilla, erityisesti tar-
kastelemme takaisinsirontaongelmia ja kiintedn kulman sirontaongelmia kahdessa ja
kolmessa ulottuvuudessa. Tarkastelemme samoja ongelmia myds magneettiselle
Schrodingerin operaattorille. Menetelmén ilmeinen hyoty on se, ettd Bornin approk-
simaatiossa sirontadata (sironta-amplitudi) on tuntemattomien potentiaalien Fourier-
muunnos. Mitd heikompia potentiaalit ovat, sitd parempi approksimaatio saadaan.
Mutta vaikka potentiaalit eivdt olisikaan heikkoja, sironta-amplitudin Fourier-
muunnos sisdltdd olennaista informaatiota potentiaaleista. Tétd likimaaraismenetel-
mad voidaan soveltaa tehokkaasti my0s suureen joukkoon yleistettyjd epilineaarisia
Schrodingerin operaattoreita yhdessé, kahdessa tai kolmessa ulottuvuudessa.

Elliptisten operaattoreiden spektraaliteoria sallii meiddn tutkia myos joidenkin
Maxwellin yhtidloiden ongelmien ratkeavuutta ja yksikisitteisyyttd kiraalisessa vili-
aineessa.

Singulaarikertoimisten elliptisten osittaisdifferentiaalioperaattoreiden spektraa-
liominaisuuksia edellytetddn kaikissa ndissd ongelmissa rajoitetuilla ja rajoittamatto-
milla méadritysjoukoilla. Erityisesti tutkimme n-ulotteisen Borg-Levinson teoreeman
yleistysté téllaisille operaattoreille.

Tutkimme erilaisia epdlineaarisia yhtéloité, joilla on sovelluksia séhkomagnetismiin
ja optiikkaan. Erityisesti tata tutkimusta sovelletaan TE- ja TM-aaltojen teoriaan epa-
lineaarisissa véliaineissa.

Tutkimme myos tilastollista inversioteoriaa, jota pidetddn menetelména jarkeilla
tietdimittomyydestd kohti tietimystd, kun tuntemattomasta on annettu episuoraa ja
kohinaista havaintoa. Lahtokohtana tdssd on todennidkoisyysjakauma. Se kuvaa epi-

varmuuksia tuntemattoman kayttdytymisestd. Tietimys - joka myoOs on todenna-
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koisyysjakauma - saadaan Bayesin kaavalla, jossa dataa sdddetddn paivittimalla. Ti-
lastollisessa inversioteoriassa on kolme peruskysymysta:
PRIORIJAKAUMAN ONGELMA: Miten priorijakauma muodostetaan epatarkasta
tiedosta?
INVERSIO: Mita Bayesin kaava antaa posteriorijakaumana?
POSTERIORIJAKAUMAN ONGELMA: Miti jarkevid viitteitd tuntemattomasta
voidaan poimia posterioritodenndkoisyysjakaumasta?
Naitd kysymyksid tutkitaan daretonulotteisissa rajatapauksissa.

Néiden ongelmien ratkaisemisessa kdytetdin (ja kehitetddn) modulia Fortran Linear
Inverse Problem Solver (FLIPS). FLIPS on Oulun yliopiston kopiointisuojaama ja se
on lisensoitu GNU GPL:lle. FLIPS:n viimeisimmén version voi ladata KavaroWikis-

td. Pakkaus sisdltda myos kayttoohjeet.



